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Exercice 1.

Exercice 2.

1)

Commencgons par appliquer le critere de d’Alembert sur les séries numériques. Si on calcule, a x fixé,

P @y Jof?
lim . = lim =0
n—oo (3(n+1))! |z[3* n—ooo (3n+3)(3n+2)(3n+1)

Ainsi, le rayon de convergence de la série est R = co. La série entiere Y % définit donc une
fonction f € C*°(R) (résultat 2, p. 82) et on peut donc écrire

2 i , Y 1 > 3n(3n — 1)z3"—2
f(x)zz (3777')!7 f(x):ZTn)' et f(x)zz ( (371))' ’

n=0 n=1 n=1

Les séries dérivées héritent du rayon de convergence (R = co0). On obtient ainsi

00 (E3n_1 e 273”_2
4 = —_— t " - T -
/@) n; G @ n; (Bn — 2)]
Il s’ensuit donc que Vz € R, chacune des trois séries eorétiéres converge absolument et on a:
i ! _ ﬁ — 5T
! (x)+f(m>+f<x)—2% =c"

On a f(0) =1et f/(0) =0. Ainsi f(¢) est 'unique solution de I’équation différentielle
(P)  ii(t) +a(t) +u(t) =€

avec les conditions initiales u(0) = 1 et %(0) = 0 (c’est-a-dire u(t) = f(¢)).
Calculons la solution générale de I’équation sans second membre

i(t) + () + ult) =0

d’équation caractéristique 72 + 7 + 1 = 0. Puisque le discriminant de cette équation vaut 1 —4 = —3,

on obtient :
3 3
u(t) = ¢ e 2 cos ({t) + ey e 2 gin (gt) .

On vérifie immédiatement que % e! est une solution particuliere de (P), ce qui implique qu'une solution
générale de (P) est donnée par

1
u(t) = c; e/? cos (?t) + ¢y €72 sin (?t) + 3 et

En posant u(0) = 1 et @(0) = 0, on obtient ¢; = 2 et c; = 0. Ainsi, la solution de (P) qui vérifie ces
conditions initiales est

_ 2 V3,) L
u(t)—ge cos<2t -|-36.
— 1
Puisque u(1) = f(1) = E G’ on obtient

n=0



Exercice 3.

Soit une fonction continue ¢ : R} — R% . Montrons que toute solution de I’équation différentielle:
y'(z) +q(@)y(z) =0, x>0

possede une suite de zéros qui tend vers 4oco si la fonction g vérifie floo q(z)dz = +o0.

Démonstration : Supposons par absurde qu'’il existe a > 0 tq, par exemple, y(z) > 0, Vo > a. Alors, on a
y'(z) = —q()y(z) <0, Vz >a

et donc la fonction y est strictement décroissante sur ]a, ool.

Soit alors b > a. On a par le théoreme des accroissements finis, si x > b:
ylx) = yO) +y'(b)(x=0) < yb)+y'(b)(z—0b)

ou b, €]b, z[. Il suffit maintenant de trouver un point b > a tel que y'(b) < 0 pour obtenir une contradiction de
Paffirmation y(z) > 0, V& > a.

y'(x)
y(x)

y'(z) <0 & z(z) > 0.

Pour cela, considérons la fonction auxiliaire z(z) = — définie sur [a,00]. On a immédiatement

Remarquant que 2'(z) = q(x) + 2%(z), * €]a, o0 on a

T—>00

2(x) = 2(a) + /z Z'(t)dt — oo

et donc, il existe un ¢ > b tel que y(c) < 0, ce qui est une contradiction.
O

On peut aussi montrer qu'il existe un point b tq 3’(b) < 0, sans cette fonction auxiliaire. Puisque y(z) > 0, Va >

a, on a, pour r > a:
xT x 11
/ q(s)ds = / A ds
a )

et puis, en intégrant pas parties (u'(s) = y”(s),u(s) = y'(s),v(s) = 1/y(s),v'(s) = —y'(s)/y*(s)):

[ [ L) [ ()

/
Puisque faoo q(x)dx = o0, on tire que Y tend vers —oo (avec y positif).

Exercice 4.

a) Montrons 'inégalité de Young:

1 1
ab < =a? + =b9, Ya,b € Ry,
p q
. 1 1
oul<p<ooetqesttel que —+ — =1.
P q

Sia=0et/oub =0, l'inégalité est triviale. On suppose donc que a > 0 et b > 0.
Si on pose f(s) =1Ins, on a f/(s) = L et f’(s) = —% < 0 pour tout s €]0,00[. Ainsi, la fonction

g(s) := —In s est convexe. Puisque 1 < p < o0 et % + % =1,ona
1

1 1 1
g(=a? + =b7) < —g(a®) + —g(b*
(a7 + b1 = Zg(a?) + —g(v%)



et par suite

1 1 1 1
In (ap + bq> > —In(a?) + — In(b?) = In(ab).
p q p q

La fonction exponentielle étant strictement croissante, on a bien

1 1
ab < —af 4+ —b7.
b q

b) Montrons que si x,y € R” ou x = (21,29,...,%,) et Yy = (y1,Y2,...,Yn) €t si (x,y) est le produit

scalaire euclidien, alors on a I'inégalité d’"Holder:

1y < xllp - lyllg
. 1 1
oul<p<ocoet —4+-=1.
p q

e Sip=1et g=-+00, on a, pour tout x,y € R™:

xy)l = Z-T?yv < ZI%I [yl < max ILIZvaI = [xllocllyll1-
=1
e Soit p €]1,00[ et ¢ = £ Sl x = 0 ou/et y = 0, I'inégalité est triviale. On suppose donc x # 0 et
y # 0. On a, pour )\ et en utilisant I'inégalité d”Young:

3

szllyzl—zklxz : Iyz

n
1
<Z*|xz|p+z 7 lvil" = *II [ )\QIIYIIZ~

1/p

Si on pose A = ||x]|p La [yllg"" on obtient, puisque p — 2 = ¢ — 1 =1:
N IIx[|? = [xl[5 =l [ly = %[l 1y llq
et
AUy lg = Il Iy a7 = Nyl
Ainsi,
1 1
G < = Axlpllyllg + ~lxlpllylle = [1xplylq-
p q
c) Montrons que || - ||, est une norme pour p > 1 mais n’est pas une norme pour 0 < p < 1.

e Supposons p > 1: Montrons 'inégalité triangulaire. Soient x,y € R™. On a:

n n
[x+ yllh = Z lzi + yil” = Z |5 + il s+ ysl P!
i=1 i=1
n n
< Z i |2s + P+ Z lyil i + yiP~"
i=1 i=1
On utilise maintenant I'inégalité de Holder |(a,b)| < ||a||, - ||bllq avec a = (|z1], |22, . ..
= (lz1 +y1|P7 4 o2 + 2P~ o |2 + yalPTY) ce qui donne:
- p—1 - P Vg (p—1)q Y
> lail foi+ il = [@ b)) < Jlallp - bl = { X Jeal”} T { D i+ w070}
i=1 i=1 i=1

= xlpllx +yllp ™"

s |znl) et



rappelant que, puisque % +
maniere

% =1,ona (p—1)g =p ainsi que % = p — 1. On obtient de ma méme

n
S il lzi 4wl < Nylpllx+yl2"
i=1
et on a donc

I+ 112 < (el + Iyl ) e + ¥

Si||x+yllp, # 0 on a l'inégalité triangulaire en divisant de part et d’autre par ||x + yllg‘l. Si
Ix +ylp, =0, onl'a aussi trivialement.
Les autres propriétés d’un norme sont vérifiées trivialement.

e Supposons 0 < p < 1: Soit x = (1,0,0,...,0) € R* et y = (0,0,0,...,0,1) € R*. On a

%[, = [lyll, = 1 et [|[x + ¥, = 21/? > 2. On n’a donc pas I'inégalité triangulaire avec ces deux
vecteurs et donc || - ||, n’est pas une norme.
d) Six=(z1,22,...,2,) € R", on pose |x| = (|z1],|z2],...,|zn]). Montrons les inégalités suivantes:

e En posant y = (1,1,1,...,1) € R"® dans b), on obtient:

n
Ixll = 3" Jasl = (x|, y) < Ixlpllylly = n"7)x],

i=1
oupe [1,00],%—&—%:1.
n 1/p 1/p
s Om b= (Z '“'p> < (nmax fo ) = 0l et done
i=

Ixllp < 2P llx]loe, P € [1,00].

Pour p = +o0, 'inégalité est trivialement vraie.
n
e On a ||x]lcc = max |z;| < Z |z;| = ||x]|1 et donc
1<i<n —
[1%[loe < [1%[]2-

Montrons maintenant que toutes les normes || - ||, p € [1,00] sont équivalentes. Soit donc p,r € [1, c0].
On a, pour x € R™:

%[, < 7P x| < nYP||x]ly < 0P 0t x|, < nEtE

||,

avec % + % =1, ce qui montre que n’importe quelle norme || - ||, peut étre majorée par une norme || - ||,
indépendemment de x € R".



