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1 Plan du groupe de travail

0) Références.
• DAG et HAG : les références principales pour le groupe de travail sont la thèse de J. Lurie
[Lu04] et l’article de survol Simplicial presheaves and derived algebraic geometry de B. Toën
[To10]. D’autres survols sont utiles : [To09], [To14], [TV04]. Les références pour le développe-
ment complet de la théorie sont les articles Homotopical algebraic geometry I et II de Toën et
Vezzosi [TV05], [TV08] ainsi que les trois livres de Lurie [Lu09], [Lu19a], [Lu19b] ; c’est moins
reader-friendly...
• catégories de modèles : [Ci19], [Ho99], [DS95], [Ho13].
• ensembles simpliciaux : [Ci19], [GJ09].
• anneaux simpliciaux : [Ma12], [Lu04], [To10].
• référence en ligne : https://ncatlab.org/.

1) Introduction. Théorie d’intersection : formule de Serre pour la multiplicité d’intersection,
cf introduction de [Lu04] et [Ko94], § 1.4.2. Théorie des déformations : complexe cotangent,
hidden smoothness, modules de fibrés vectoriels ([To09], § 4.1, [TV04], §§ 1.2 et 5.2) Théorie
des modules : introduction de [To10], modules de représentations galoisiennes (António).

2) Catégories de modèles et ensembles simpliciaux, 1. Références principales pour les ca-
tégories de modèles : [Ci19] chap. 2, principalement §§ 2.2 et 2.3. Références principales pour les
ensembles simpliciaux : [GJ09] et [Ci19] chap. 1, principalement §§ 1.2, 1.4, 1.5. Dans cet exposé
et le suivant, on introduit les catégories de modèles et on s’appuie et on traite en parallèle les
deux exemples fondamentaux des espaces topologiques et des ensembles simpliciaux. Problème
général de la localisation d’une classe de morphismes dans une catégorie. Catégorie de modèles.
Catégorie homotopique Ho(C). Foncteurs dérivés et foncteurs dérivés totaux. Adjonctions de
Quillen et conditions pour qu’une adjonction de Quillen induise des équivalences en homotopie,
[Ci19], § 2.3, [DS95], § 9. Exemples, en donnant les classes des équivalences faibles, fibrations
et cofibrations mais pas de détail : espaces topologiques, ensembles simpliciaux, équivalence
Ho(Top) ' Ho(sSet), complexes de modules, anneaux simpliciaux. Références secondaires :
Quillen [Qui67], Hovey [Ho99] (textbook), Dwyer et Spaliński [DS95] (survey), Hovey [Ho13]
(survey).

3) Catégories de modèles et ensembles simpliciaux, 2. Références principales : No-
tions de complexes de Kan, ∞-catégories, ∞-groupoïdes. Exemple des catégories via leur nerf.
Groupes d’homotopie des complexes de Kan, équivalences d’homotopie faibles, objets hyper-
complets (voir hypercomplete object). Théorème de Whitehead sur les équivalences d’homotopie
de complexes de Kan. Interprétation catégorique : objets, morphismes, triangles d’un ensemble
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simplicial, [Ci19] 1.4.2–1.4.8. Adjonction de Quillen sSet � Top via la réalisation géométrique
|K| et le complexe singulier Sing(X), et équivalence de catégories Ho(Top) ' Ho(sSet), [GJ09],
chap. I, § 11. [Ho13], § 1.

4) ∞-catégories. Problématique de la définition des ∞-catégories : ce sont des objets qui
vivent dans une catégorie homotopique (donc un truc de la forme Ho(C)) qui possède plusieurs
modèles possibles C, chacun avec ses avantages et ses inconvénients. Parmi les trois modèles
les plus étudiés se trouvent : les catégories simplicialement enrichies (voir [TV05], [To14]), les
catégories de Segal ([To09]), et les quasi-catégories de Joyal (Lurie [Lu09]). Pour la comparaison
entre ces approches voir [Be10] ainsi que les pages nLab quasi categories and simplicial categories
et homotopy coherent nerve.

5) Anneaux commutatifs simpliciaux ; algèbre commutative dérivée. Références prin-
cipales : [Lu04] chap. 3, [To10], section 4, [Ma12]. Catégorie SCR des anneaux commutatifs
simpliciaux. Tout groupe simplicial est un complexe de Kan (th. de Moore, voir
simplicial group). Structure d’anneau gradué sur ⊕iπi(A) (voir simplicial ring). Structure de
catégorie de modèles sur SCR, adjonction libre/oubli de Quillen. Produit tensoriel dérivé.

6) Complexe cotangent. Références principales : [Lu04], chap. 3 ou [To10], chap. 4. Il s’agit de
donner la construction du complexe cotangent et son application à la définition des morphismes
lisses et étales.

7) Schémas dérivés. Il y a deux approches possibles. Approche 1 : un schéma dérivé est un
topos étale muni d’un faisceau d’anneaux simpliciaux, voir [Lu04] ou [To14], § 2, notamment
Déf. 2.1 et les commentaires avant et après. Approche 2 : un schéma dérivé est un faisceau
d’ensembles sur la catégorie des anneaux commutatifs simpliciaux, voir [To10], Lecture 5. Un
schéma dérivé comme un schéma muni de faisceaux de fonctions nilpotentes qui vivent en degrés
homotopiques supérieurs, voir [To14], Definition 2.1 et Remark 2.3. L’approche 1 fonctionne
pour définir les champs de Deligne-Mumford dérivés comme∞-topos étales munis d’un faisceau
d’anneaux simpliciaux, voir [Lu04] et [Lu19b]. En revanche, pour définir les champs d’Artin
dérivés il faut le point de vue du foncteur de points donné par l’approche 2.

8) Champs algébriques supérieurs. Références principales : [Lu04], chap. 5 ou [To10],
chap. 5 et 6.

9) Applications. 1) Gaitsgory and Rozenblyum, Crystals and D-modules. 2) Carchedi, On
the étale homotopy type of higher stacks.

2 Blabla introductif
La géométrie algébrique dérivée et la géométrie algébrique supérieure sont des généralisa-

tions de la géométrie algébrique dans deux directions différentes, qui peuvent être envisagées
simultanément et répondent toutes les deux au besoin rendrent exactes certaines constructions
qui ne le sont pas en algèbre commutative et en géométrie algébrique usuelle. Partant des sché-
mas et des espaces algébriques vus comme des foncteurs Ann◦ → Ens, il s’agit d’étendre ces
foncteurs aux catégories supérieures : en géométrie dérivée on étend la catégorie de départ aux
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anneaux commutatifs simpliciaux, et en géométrie supérieure on étend la catégorie d’arrivée
aux ∞-catégories.

schémas
dérivés

schémas champs algébriques
dérivés supérieurs

champs algébriques
supérieurs

3 Ensembles simpliciaux
• introduction en suivant par exemple la page wikipedia Simplicial set.
• la catégorie sSet des ensembles simpliciaux ([Ci19], § 1.2). Interprétation géométrique : l’ad-
jonction |·| : sSet� Top : Sing (plus loin on dira que c’est une adjonction de Quillen, qui induit
une équivalence en homotopie). Interprétation catégorique : objets, morphismes, triangles d’un
ensemble simplicial, [Ci19] 1.4.2–1.4.8.
• ∞-catégories, ∞-groupoïdes, complexes de Kan ([Ci19] 1.5.1). Dessin :

(groupoïdes) (catégories)

(complexes de Kan) (∞-groupoïdes) (∞-catégories) sSet

nerf, [Ci19] 1.4.11 & 1.4.13

[Ci19]
1.5.4 & 3.5.1

Remarques :
l’inclusion (complexes de Kan) ⊂ (∞-catégories) possède un adjoint à droite, [Ci19]

3.5.3
l’inclusion (∞-catégories) ⊂ (complexes de Kan) est difficile

• complexes de Kan : ce sont les ensembles simpliciaux fibrants dans la structure de modèles
classique sur sSet. Leurs groupes d’homotopie, Goerss-Jardine [GJ09], I.7, ou nLab [nLab1].
• le langage des ∞-catégories ([Lu09], § 1.2) :
∞-catégories, ∞-catégories opposées (1.2.1)
mapping spaces ([Ci19], 7.10.7, [Lu09] 1.2.2.3). Dans sSet, voir [GJ09] I.5 (où mapping space

est appelé function complex)
foncteurs entre∞-catégories ([Ci19] 3.2.10, [Lu09] 1.2.7.3), foncteur pleinement fidèles, fonc-

teurs essentiellement surjectifs, équivalences ([Ci19] 3.9.3, 3.9.7)
la ∞-catégorie des ∞-catégories ([Lu09], § 3, la page nLab), limites et colimites ([Lu09],

§ 4)
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• équivalences d’homotopie faibles ([Ci19], 3.8.5, 3.8.6, 3.8.7, 3.8.14)
• correspondance de Dold-Kan ([Ma11], [Lu19a] § 1.2.3) : quand on parlera de catégories déri-
vées ?

Remarques sur les complexes de Kan (cf la page wikipedia Kan complex) :
- The underlying simplicial set of a simplicial group is a Kan complex (c’est pourquoi il a

toujours des groupes d’homotopie bien définis), [GJ09] I.3.4.
- pour un espace topologique X, son complexe singulier Sing(X) est la même chose que son

∞-groupoïde fondamental Π(X). C’est un complexe de Kan.
- The nerve N(C) of a strict ∞-category is a Kan complex if and only if C is a strict

∞-groupoid.
- le mapping space est un Hom interne dans la catégorie des complexes de Kan [GJ09]

I.5.3(1) (dans la catégorie des ensembles simpliciaux c’est le "function complex")
- le nerf d’un groupoïde est un complexe de Kan. On obtient ainsi un plongement (grou-

poïdes) ⊂ (complexes de Kan) ⊂ sSet
- remplacement fibrant, foncteur extension infinie Ex∞ de Kan, [Ci19], 3.1.17, 3.1.21–3.1.27

Guillou

4 Groupes d’homotopie
- groupes d’homotopie d’un complexe de Kan, Goerss-Jardine [GJ09], I.7
- équivalences d’homotopie = application continue qui possède un inverse en homotopie (sur

nLab) versus équivalences d’homotopie faibles = application continue qui induit un iso sur tous
les groupes d’homotopie (sur nLab)

- Theorem 4.4.2 (Whitehead). Let X and Y be Kan complexes and f : X → Y a weak
homotopy equivalence. Then f is a homotopy equivalence.

- Theorem 4.5.1 (Milnor). Let X be a Kan complex, and let ηX : X → Sing |X| be the unit
of the adjunction | | a Sing. Then ηX is a homotopy equivalence.

- groupes d’homotopie d’un espace topologique X. Ce sont les mêmes que les groupes
d’homotopie de Sing(X). From Hovey [Ho13] : « Kan’s extensive work led to Milnor’s proof
that the map K → Sing(|K|) is a simplicial homotopy equivalence for Kan complexes K and
| Sing(X)| → X is a homotopy equivalence for CW complexes X, so that the homotopy theory
of simplicial sets is equivalent to the homotopy theory of topological spaces ».

- espaces d’Eilenberg-MacLane K(G, n) : pour les espaces topologiques, pour les complexes
de modules (via la correspondance de Dold-Kan), pour les anneaux commutatifs simpliciaux
(avec structure d’anneau gradué gr-commutatif)

- objets d’Eilenberg-MacLane : voir la page nLab Eilenberg-Mac Lane object

5 Catégories de modèles, foncteurs dérivés
Références : Quillen [Qui67] (référence originale) Hovey [Ho99] (textbook), Dwyer et Spa-

liński [DS95] (survey), Hovey [Ho13] (survey), Cisinski [Ci19], § 2 (traitement compact et effi-
cace).
Plan de l’exposé :
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- problème général de la localisation d’une classe de morphismes dans une catégorie,
- définition de catégorie de modèles C ; catégorie homotopique Ho(C) ; le foncteur C →

Ho(C) réalise Ho(C) comme la localisation par rapport aux équivalences faibles, [Ci19], § 2.2
- extensions de Kan à gauche, extensions de Kan à droite.
- foncteurs dérivés, foncteurs dérivés totaux
- adjonctions de Quillen, conditions pour qu’une adjonction de Quillen induise des équiva-

lences en homotopie, [Ci19], § 2.3, [DS95], § 9
- limites et colimites homotopiques, [Ci19] § 2.3 à partir de 2.3.10, [DS95] § 10, [Du17],

Part 1, § 2

6 Exemples

6.1 Ensembles simpliciaux

• [Ho99], § 3.2, [DS95], § 11, [nLab3]
• Groupes d’homotopie d’un complexe de Kan, [GJ09], I.7, [Ho99], § 3.4. Via le π0 des loop
space itérés, [Ci19], 3.1.30, 3.8.1. Noter le lien avec la définition topologique, [Ci19] (3.8.8.6).
Utilisant Ex∞ on peut ensuite étendre la déf des πn à tout ensemble simplicial, [Ci19] 3.8.6
• structure de modèles de Joyal, [Ci19] § 3.3. Adjonction de Quillen avec la structure de modèles
canonique sur Cat, [Ci19] 3.3.14

6.2 Espaces topologiques

[Ho99], § 2.4, [DS95], § 8. Théorème de Quillen : Ho(Simpl) ' Ho(Top) via complexe
singulier et réalisation géométrique

Groupes d’homotopie d’un espace topologique. Les groupes d’homotopie d’un complexe de
Kan sont égaux à ceux de sa réalisation géométrique

6.3 Anneaux commutatifs simpliciaux

[To10], § 4.1, [Ma12], [Ma11]
Groupes d’homotopie d’un anneau commutatif simplicial, structure d’anneau gradué gr-

commutatif.

6.4 Complexes de R-modules

[Ho99], § 2.4, [DS95], § 7.
[DS95], [nLab4], [Ho01].
Lien avec l’algèbre homologique : la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne A est la caté-

gorie homotopique de la catégorie des complexes d’objets de A, munie d’une certaine structure
de catégorie de modèles, cf [Ho01]. Lien avec le calcul des Ext, [DS95], § 7.3
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6.5 Exemple 4 : faisceaux simpliciaux sur un site avec intervalle (A1-
homotopie de Morel et Voevodsky)

(Just to mention)

7 Anneaux commutatifs simpliciaux

8 Complexe cotangent
Pour un cours de topologie algébrique avec une présentation orientée vers l’algèbre homo-

topique de Quillen : [May99].
La page wikipedia pour DAG contient des liens vers plusieurs groupes de travail sur DAG.
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