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Préface

Le but de ce polycopié est de servir de base et de référence pour le cours d’analyse 11
pour CGC et SV a 'EPFL. Les consoeurs et confréres qui souhaiteraient 'utiliser sont les
bienvenus.

Notez cependant qu’il ne présente aucune garantie de couvrir toute la matiere présentée
dans un cours d’analyse II. Il vaut mieux toujours se référer aux ressources données par
I’enseignant - e du cours.



Chapitre 1

Equations différentielles ordinaires

1.1 Introduction et motivation

En sciences et en ingénierie, une des choses qu’on aime bien étre capable de faire c’est des
prédictions précises sur un phénomeéne. Par exemple, en météorologie, on aimerait faire des
prédictions sur le temps qu’il fera sur la semaine, en climatologie, on aimerait faire des
prédictions sur le climat pour les générations futures, en balistique, on aimerait prédire ou
notre projectile va atterrir, en statique, on aimerait prédire combien de temps une structure
va tenir, en médecine, on aimerait prédire les effets d’'un médicament sur les patients, etc...
Comment donc faire des prédictions ?

Une idée serait de consulter un oracle. Malheureusement, la diviniation n’est pas une
science exacte (méme Albus Dumbledore, directeur de 1’école de Sorcellerie Poudlard hésite
a arréter les cours de divination[])

Une prochaine idée est de faire des tests. Selon 'idée qu’une situation similaire donne des
résultats similaires, on peut créer des situations sur lesquelles on souhaiterait faire des
prédictions, observer ce qu’il se passe, puis réutiliser ces observation comme prédictions.
Cette idée présente deux problémes :

Le premier est que certains tests peuvent avoir des conséquences désastreuses. Par exemple
en balistique, si on veut faire des prédictions sur la trajectoire d’une fusée et que lors du
test, la fusée s’écrase sur la maison d’un voisin, on va avoir des probléemes.

Le deuxiéme est que certains phénomeénes ne peuvent pas étre testés. Certains phénomenes
se produisent a des températures telles qu’il est impossible de les mesurer sans détruire les
instruments de mesure.

Une troisieme idée est d’utiliser un modeéle.

Un modele consiste en une équation mathématique qui proviennent d’une analyse souvent
physique dont les différents termes représentent les concepts et parametres pertinents au
phénomene. Par exemple, si z(t) est la position d’un objet de masse m au temps ¢ soumis
a une force F(t) au temps ¢, la deuxiéme loi de Newton est un modele qui nous dit que

F(t)=m-2"(t).
Néanmoins ces modeles décrivent rarement comment les choses sont/seront mais plutot
comment les choses évoluent. Ceci se transcrit mathématiquement qu’a la place de x(t),
c’est les dérivées de x qui apparaissent dans I’équation.
Dans le cas ci-dessus, F(t) = m - 2" (t), si F(t) est connu, on a déja des outils pour trouver
2 : 11 suffit de prendre deux fois la primitive de %F(t) Dans un cas plus complexe, si par

*. "[...] it was against my inclination to allow the subject of Divination to continue at all.", Harry Potter
and the order of the Pheoniz, chapter 37 : The Lost Prophecy



exemple, F' est la force de gravité, celle-ci dépend de la position de ’objet, c’est-a-dire, on
a comme modele

Fla(t) = m-a"(t)
et on a la une équation pour laquelle on n’a pas encore les outils pour la résoudre.
Définition 1.1 (Equation différentielle ordinaire).

Une équation différentielle (ordinaire) (EDO) est la donnée d’un entier n € N* et d’'une
fonction

E:R"2? SR
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Une solution de PEDO est la donnée d’un intervalle ouvert I C R et d’une fonction
y € C™(I) telle que pour tout x € I,

E(z,y(z),y (z), ...,y (x)) = 0.

De plus, on dit que
(7) PEDO est d’ordre n si E est une fonction non-constante en &, (i.e. £ dépend de &,).
(it) TEDO est autonome si E est une fonction constante en x (i.e. E ne dépend pas de z).
Remarque 1.2. (i) Généralement, on donne une EDO sous la forme E(x,y, v/, ..., y(”)) =

0 ol on identifie y*) «+ &,. Comme pour Pexemple de la deuxiéme loi de Newton, on
donne I’équation sous la forme

my” - F(y) = 07
a la place de la donner sous la forme
mé&z — F (&) = 0.

(7) Le terme "ordinaire" signifie qu’on prend la dérivée toujours par rapport & la méme
variable. Certaines équations différentielles font intervenir des dérivées par rapport
a plus d’une variable. On parle alors d’équation au dérivées partielles qui sont au
programme d’analyse III-IV. Dans ce cours, on ne fera que des équations différentielles
ordinaires, on se permettra donc de raccourcir en "équation différentielle".

Exemple 1.3 (Donnée d'une EDO). (i) y = 0. En notation formelle, on a E(&)) = &
n’est pas une EDO car n =0 ¢ N*.
(#4) y' = 0. En notation formelle, on a F(&;) = & est une EDO autonome d’ordre 1.

(#7) sin(y’) = 0. En notation formelle, on a E(&) = sin(&1) est une EDO autonome
d’ordre 1.

(7v) sin(x)y’ — sin(y) = 0. En notation formelle, on a E(x, &y, &1) = sin(x)&; — sin(&p) est
une EDO d’ordre 1.

(v) v" +y" +y +y =sin(z). En notation formelle, on a E(x,&y,&1,&2,83) = & + & +
&1 + &o — sin(z) est une EDO d’ordre 3.

Exemple 1.4 (Solution d’'une EDO). (i) ¥’ = 0. Alors, pour tout C € R, y: R — R
définie par y(x) = C est une solution. En effet, on a y/(x) = 0.

(i) y' —e* = 0. Alors, pour tout C' € R, y: R — R définie par y(z) = e” + C est une
solution. En effet, y/(z) = e” et donc, y/(z) — e* = 0.



(iii) Plus généralement, si I est un intervalle ouvert et f € C°(I), les solution de y/ — f(x) =
0 sont données par intégration directe : Pour tout C € R, y: I — R définie par

y(@) = [ fa)do+C
est une solution.

Remarque 1.5. (i) Dans les exemples ci-dessus, on avait plus d’une solution (chaque
C € R donne une solution différente). C’est généralement le cas que la donnée seule
d’une équation différentielle ne donne pas une solution unique.

(7)) Des que y € C™(I) est une solution d’'une EDO, E(z,y,/, ...,y(")) = 0, alors, pour
tout J C [ intervalle ouvert, la restriction de y a J est également une solution de
IEDO.

Définition 1.6 (Solution maximale, solution générale).
Soit E(z,,1,...,y"™) = 0 une EDO.
(7) Si I est un intervalle ouvert et y € C™(I), on dit que y est une solution mazimale
de UEDO si elle n’est pas la restriction d’une autre solution. C’est-a-dire, dés que
J D I est un intervalle ouvert et § € C™(J) est une solution de 'EDO telle que pour
tout z € I, y(x) = g(x), alors, I = J.
(it) La solution générale de I’EDO est 'ensemble de toutes les solutions maximales de
I’EDO.

Exemple 1.7.

Soit 'EDO ¢/ +% = 0. Par intégration directe, on a que toutes les solutions sont données par
y(x) = %—i— C'. Le domaine de définition de cette famille de fonction est R*. Vu qu’on ne veut
que les solutions sur des intervalles, on décompose R* en intervalles : R* =] — o0, 0[U]0, 4-00].
Chaque intervalle de cette décomposition nous donne une partie des solutions maximales.
La solution générale de 'EDO est donc

{y: ] — 00, 0[— R définie par y(z) = = +C : Ce ]R}
x
1
U {y: 10, +00[— Rdéfinie par y(z) = - +C : Ce R}.

Vu la longueur des expressions, on se permettra souvent de décrire la solution générale
en donnant la liste de toutes les solutions maximales plutot que d’utiliser la notation
ensembliste :

— y:] —00,0[— R définie par y(z) = L + C avec C € R;

— y:]0,+00[— R définie par y(z) = 2 + C avec C € R.

Définition 1.8 (Probléme de Cauchy, probléme aux valeurs initiales, condition(s) ini-
tiale(s)).

Un probleme de Cauchy ou probléeme aux valeurs initiales est la donnée d’une EDO
E(z,y,y,...,y"™) =0 et de n — 1 équations y(to) = yo, ¥'(t0) = y1, -, ¥ V(to) = yn_1,
appelées conditions initiales, ou, tg, Yo, Y1, ---, Yn—1 € R sont donnés. On écrit des fois

E(x,y,y,...y™)=0 (EDO)
y(to) = Yo, -, ¥V = yn_1(to) (Conditions initiales)

Une solution (mazimale) d’un probléme de Cauchy est la donnée d’un intervalle ouvert
I C R tel que ty € I et y € C"(I) une solution (maximale) de PEDO E(z,y,%/,...,y™) =0
qui satisfait les conditions initiales y(to) = yo, ...,y Y = yn_1(to).



Exemple 1.9.
Soit le probleme de Cauchy

(Vo
y(0) =1

La solution générale de 'EDO (on verra dans ’exemple page E] comment la trouver)
est y: R — R définie par y(z) = Ce® avec C' € R. Pour trouver la solution maximale du
probléeme de Cauchy, on pose

1=1y5(0)=Ce’ =C,
et donc, C' =1 et la solution maximale du probléeme de Cauchy est y: R — R définie par
y(z) = e*.
Remarque 1.10.
Comme on I’a vu dans les exemples, sans la condition initiale, il y a rarement une solution
unique. On peut se poser la question de si ’ajout de conditions initiales permet de garantir

que la solution est unique. Ca n’est malheureusement pas le cas.
En effet, considérons le probléeme de Cauchy

(1o
y(0) =0.

Et, pour tout C € R, y: R — R définie par

0 siz < —-C
y(x) = { (x4 C)?

ix>—-C
1 six >

Remarquons que pour tout < —C, 3/(x) = 0. Ainsi, on a bien y'(z) = 0 = /y(x). Pour
x>—-C,onay(zx)= %(x + C), ainsi, on a bien 3’ = %(w—b— C) = % |z + C| = 7(”40)2 =

Vy(x). Pour finir, en x = —C, on peut vérifier en regardant la dérivée a droite et a gauche

que y'(=C) = 0= /y(-C).
Ainsi, pour tout C' < 0, on a que y(z) est une solution du probleme de Cauchy, et il y a
donc une infinité de solution au probleme.

1.2 EDOs du premier ordre a variables séparées

Définition 1.11 (EDOs a variables séparées).
Soit E(z,y,y’) = 0 une EDO d’ordre 1. On dit que 'EDO est & variables séparées si il
existe f et g deux fonctions telles que

E(z,y,y') = g(x) — f(y)y'.

Méthode 1.12 (Equation implicite pour la solution).

Soit E(x,y,y") = g(x) — f(y)y’ = 0 une EDO d’ordre 1 & variables séparées. Supposons
que f,g € C°. Alors, il existe F,G € C! telles que F' = f et G' = g. Ainsi, si y € C! est
une solution de 'EDOQO,

0=g(z) — fly(2)y (z) = G'(x) = (F(y(x))) = (G(z) - F(y(z)))".
Ainsi, vu que la solution est toujours definie sur un intervalle, il existe C € R telle que
G(z) - F(y(x)) = C.

On a ainsi gagné une équation qui n’est pas une EDO, qu’on peut résoudre pour trouver .



Méthode 1.13 (Séparation des variables).
Soit E(z,y,y") = g(x) — f(y)y' = 0 une EDO d’ordre 1 & variables séparées. Supposons
que f,g € C°.

En écrivant y' = %, on arrive a
dy
9(@) = fW)y =0~ g(x) = fly) 7 = 0~ g(a)dx = [(y)dy.

En amplifiant 1’équation par / , et en utilisant que les primitives sont définies a une

constante pres, on arrive a
[o@da= [ fdy+c

On peut ensuite calculer ces deux primitives (on traite y comme une variable) et on se
retrouve dans exactement la méme situation que pour la méthode [I.12]:

G(z) = F(y) + C.
En résolvant cette équation pour y, on trouve les solutions de ’'EDO.

Remarque 1.14.

Les deux méthodes précédentes font exactement la méme chose. L’avantage de la méthode
1.12| est que chaque étape est rigoureuse et donc, on arrive a un raisonnement du style : Si y
est une solution alors nécessairement G(z) — F(y(z)) = C. En résolvant cette équation, on
trouve y(x) et on peut ensuite vérifier que y est bien une solution de 'EDO en remplagant
dans 'EDO.

En particulier, vu qu’on s’intéresse a la solution générale, il est important de pouvoir
justifier qu’il n’y a pas plus de solutions que ce qu’on a trouvé (ou que notre raisonnement
ne nous fait pas rater des solutions).

La méthode est tout sauf rigoureuse : ¢y = % est une notation et rien ne nous autorise
a séparer dy et dx. Ainsi, on est plus dans un raisonnement du style : On fait des trucs,
apres on trouve y et apres, on vérifie que y est une solution. Le probléme de ce raisonnement
est qu’il ne garantit pas que les trucs qu’on fait donnent toutes les solutions.

Néanmoins, il est plus facile de s’en souvenir et ne demande pas de "voir" la dérivée totale
fly(2)y' (x) = (F(y(x)))'. De plus, vu qu’en fait il se passe exactement la méme chose
dans les deux méthodes, on sait qu’on ne rate pas de solution.

Exemple 1.15. (i) Soit 'EDO ¢’ = y. Alors,

d d 1

y’:ywﬁ:yy«ﬁo—y:dgjw/—dy:/1d$+0wlog|y|:$+C
dx Y Y

Cette derniere équation est G(x) — F(y) = C. On doit maintenant la résoudre. Notez

que pour arriver jusque la, on a du supposer que y # 0. On devra a la fin vérifier

séparément si y = 0 est une solution. On reprend notre équation :

Y =y~ B = e sy = e oy = keCe”

Remarquons que e est une constante réelle non nulle. On a donc y(z) = Ke®,
avec K € R*. 1l faut encore traiter le cas y =0 On a y = 0, donc iy =0 =y et
y = 0 est aussi une solution de P’EDO mais qu’on ne retrouve pas avec notre méthode.
Remarquons de plus que pour K = 0, Ke* = 0 et donc, n’importe quelle solution
trouvée s’écrit de la forme



Ce raisonnement nous donne I’expression de la solution. Pour finir 'analyse de cette
EDO et donner la solution générale, il nous faut encore déterminer le domaine de
définition de ces fonctions. Or, le domaine de définition de y(z) = Ke® est R. On
conclut que la solution générale de ’EDO est, pour K € R, y: R — R définie par
y(z) = Ke®.

(i) Soit 'EDO 3’ = 4% On a

d d 1
y/:yzwi/:y2yii0£:dxw/7dy:/1dx+cw_,:erC
dx y2 y2
1
s = —
Y z+C

Comme dans I'exemple précédent, il faut vérifier si y = 0 est une solution de 'EDO :
on a alors 3/ = 0 = y? et donc y = 0 est une solution de I'équation.

Pour finir, regardons les domaines de définition des expressions trouvées. Le domaine
de définition de y(z) = 0 est R. Le domaine de définition de xjr—lc est R\{—-C}.
Or ce dernier ensemble n’est pas un intervalle donc on le décompose R\ {—C} =

| — 00, —C[U] — C, +00[. En conclusion, la solution générale est
— y: R — R définie par y(z) = 0,
— Pour C € R, y: | — 00, —C[— R définie par y(z) =
— Pour C € R, y: | — C,4+00[— R définie par y(x) =

_ 1
z+C"
__1_
z+C"
Si en plus, on demandait & ce que y soit solution d’un probléme au valeurs initiales,
par exemple, on demande que y(—1) = 2, on commence par choisir C' telle que

y(—1) =2. Si y(z) =0, y(—1) = 2 n’est pas possible, si y(z) = —W%C, alors,
1 1
2 = —1 = — =
v =-ETioo
2—-2C =1
2C =1
1
C ==
2
On sait donc que l'expression de notre solution sera y(z) = _H%’ la question
2

qui reste est, sur quel domaine ? On choisit le domaine parmi ceux qu’on a trouvé
dans la solution générale en choisissant l'intervalle qui contient —1 : On doit choisir
parmi }—oo, —%[ et }—%, —i—oo[. Or,1e }—oo, —%[ et donc, la solution maximale du
probléme de Cauchy

1
z+%'

est y: ]—oo, —1 [ — R définie par y(x) =

(i) Trouver la solution maximale de 'EDO 2y + 3zy%y’ = 0 qui satisfait la condition



initiale y(1) = 2. On a
y#0 §
Y
3 2
W/ydy: —/;d:n—I—CW?)log]y\ = —2log|z|+ C

d 2
2y3 + 3xyy’ =0~ 2y + 3xy2d—y =0~ 3zy’dy = —2y°dx dy = ——dx
x x

2 C c, 2
wlog]y|:—glog|x|+§v~>\y|:e3|x| 3
c 1
wy:j:e:& 3
|z|3

Remarquons que +e5 est une constante réelle non-nulle, qu’on peut renommer
K € R*. Pour finir, remarquons qu’en remplagant y = 0 dans I’équation, y = 0 est
également une solution qu’on récupere sous la forme K ‘ 1|% avec K = 0.

x
Si on nous avait demandé la solution générale de ’EDOQO, on aurait commencé par
déterminer le domaine de définition de y. Vu qu’on demande seulement la solution
maximale du probléme aux valeurs initiales, on commence par choisir la constante K

avant de s’intéresser au domaine de définition. On doit avoir

I

W]

1

Ainsi, K = 2, le domaine de définition de y(x) = ‘% est R* =] — 00, 0[U]0, +-00[ et
x|3

on choisit 'intervalle qui contient 1. On a donc que la solution maximale du probleme

aux valeurs initiales est y: |0, +00[— R définie par y(x) = 2#.
xl3

1.3 EDOs du premier ordre linéaires

Définition 1.16 (Equation linéaire du premier ordre, homogene, inhomogene).
Soit E(x,y,y’) = 0 une EDO du premier ordre. L’equation est linéaire si il existe p, ¢ deux
fonctions telles que ’EDO s’écrit

y +p(@)y = q(@).
Si de plus, ¢ = 0, on dit que I'équation est homogeéne, si q¢ # 0, I’équation est inhomogene

Remarque 1.17. (i) Si g n’est pas un multiple constant de p, I’équation n’est pas a
variable séparée. Il nous faut une nouvelle méthode pour la résoudre.
(i) Soit I C R un intervalle. Alors, C1(I) et C°(I) sont de R-espaces vectoriels de
dimension infinie. Considérons 'application L: C*(I) — CY(I) définie par L(y) =
y' +p-y. Alors, L est linéaire : si o, 3 € R et y1,9y2 € C1(I), on a par linéarité de la
dérivée,

L (ayr + By2) = (ay1 + By2) +p (ay1 + By2) = oyl +p-y1) + Byh +p - y2)
=aL(y1) + BL(y2).

Ainsi, si Ker L={y e CY(I) : L(y)=0}={yeC'(I) : y +p-y =0}, onaque
toutes les solutions de ’équation y' 4+ p -y = ¢, i.e. les solutions de L(y) = ¢ sont
données par

{y=yp+uyn : yn € KerL}



ol y, est une solution (n'importe laquelle) de y;, +p -y, = q.

On appelle y, une solution particuliére de y' + p -y = q et Ker L Pensemble des
solutions de l'équation homogéne ; c’est ensemble des solutions de 4/ +p -y = 0, i.e.
on transforme 1’équation de base en une équation homogene en remplagant ¢ par O.
On écrit souvent y, pour une solution de I’équation homogene.

De plus, pour les équations linéaires d’ordre 1, Ker(L) est généralement un espace
vectoriel de dimension 1.

(757) Comme mentionné ci-dessus trouver toutes les solutions de I’équation peut donc se
séparer en deux étapes : trouver une solution particuliere, et trouver toutes les
solutions de I’équation homogene.

Pour trouver toutes les solutions de I’équation homogene, on peut procéder par
séparation des variables. On va développer deux techniques pour trouver la solution
particuliere.

Méthode 1.18 (Séparation des variables sur ’équation homogene + Variation de la
constante).

Soit y' 4+ p(x)y = ¢ une EDO d’ordre 1 linéaires. On trouve la solution générale de cette
EDO en deux étapes.

Etape 1 : On trouve toutes les solutions de I’équation homogene y' + p(x)y = 0 par
séparation des variables.

On a

d d 1
Yk p()y =0 o8+ p(e)y =05 20 = —p(e) - /ydy — - [ playiz+C
~ logly| = — /p(x)dac +C ~ |yl = oCo— [p@)de y = 400~ [ pla)de.

On pose K = +e® € R* et I'expression de notre solution est de la forme y(z) = Ke~ Jr@dz
De plus, on doit encore tester y = 0 vu qu’on a du travailler sous 'hypothese y # 0. Par
vérification directe, y(z) = 0 est une solution qu’on récupere sous la forme y(z) =

KeJp@dz pour K = 0. En conclusion, la solution générale de I’équation homogene est
y(x) = Ke JP@1dz ayec K e R
Etape 2 : On trouve une solution particuliere de la forme y, () = K(x)e” Jp@dz,

En injectant y,(z) = K(:c)effp(‘”)dx dans 1’équation, on obtient
(@) + p(a)yp(e) =K' (@)e IO 4 K (@)e SO (p(a) + pla)K (z)e 7"
:K'(Jc)e_ fp(:z:)d:c'
Ainsi, si K(z) est une solution de K’(:c)effp(m)dw = q(x), on a que yp(z) = K(z)e” Jp@dx

est une solution de ’'EDO. Or, cette nouvelle équation peut étre résolue par intégration
directe :

K@) [P — (@) = K(@) = [ q(a)e S 14,

Exemple 1.19.
Considérons le probleme de Cauchy

(14 22)y + zy = 41 + 22
y(0) = 14

10



T 4x
(1+2%)y +azy=4zV1+22 < o + Y=
1+ 22 V1+ 22
—— R ,
=p(z) =q(x)

Etape 1 : On cherche la solution générale de 1’équation homogene.

On cherche la solution générale de y' + 1 —-=Yy = 0 par séparation des variables. On a

T dy T £0 dy T
y/—|—1+l‘2y:0->——|— y:Oy«»—)—:

— d
dr 1+ 22 Y 1+ 227"

1 1
w/fdx:—/lfm2dﬂz+C'wlog|y|:—ilog(1+x2)+0

1

+(C ~ :(307
) ol = e

1
1

V1422

Posant K = +¢ € R*, I'expression de la solution trouvée est y(z) = K ﬁ On vérifie

wy:j:eo

directement que y = 0 est également une solution de 1’équation homogene qu’on récupere
sous la forme ci-dessus avec K = 0. On conclut que la solution générale de 1’équation
homogene est pour K € R y: R — R définie par

1
z) = K——.
(@) =K r=—sp

Etape 2 : On cherche une solution particuliere de I’équation.

On pose yp(z) = K(z)ﬁ On a

, - ,JS# . _1 2737: ,SU#— x#
o) = K (a) g+ ) 2><1+x2>3 T O

Pour que y, est soit une solution de I’équation y' + i fox = \/1417 il faut que

4z , T

Jira? =yp(T) + myp(x)
1 T T 1
—K'(1)———— — K +
R R T I AV

, 1
(=) V1+ a2

= K'(z) = 4z = K(z) = 22 4 C.

Pour finir, on a donc y,(x) = % + \/%, c’est-a-dire, la solution générale de I’équation
est donnée par y: R — R définie par

(2) 222 n C
z) = ,
Y VidaZ V1422
avec C € R.
Etape 3 : Condition initiale.
On a ) c
2-0
14 =y(0) = NN + NG =C,
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Ainsi, la solution maximale du probleme de Cauchy est y: R — R définie par

227414
V1t a?

Remarque 1.20 (Sur la constante d’intégration dans la variation de la constante).
Dans I’exemple ci-dessus, au moment d’intégrer K’, on a écrit

y(z)

K(z) =22 + C.

Vu qu’on cherche une solution particuliére, on n’a pas vraiment besoin de la constante.
Néanmoins, garder la constante dans y, fait que y, est directement la solution générale de
I’équation. Si on n’avait pas gardé la constante, on serait arrivé a

212

o) = o

Pour trouver la solution générale, on aurait du ajouter a ceci la solution générale de
I’équation homogene :

B 22 N C
Vi+22 V1+22

qui est exactement ce qu’on a obtenu ci-dessus quand on a gardé la constante.

y(r) = yp(x) + yn(2)

Méthode 1.21 (Facteur intégrant).
Soit ¥’ + p(z)y = q(x) une EDO linéaire d’ordre 1. Supposons que p € C°(I) ot I C R
est un intervalle. Alors, il existe P € C1(I) tel que P'(x) = p(x). Remarquons que si on
amplifie notre équation par e£’@ on a
y'(@) +p@)y(e) = q(z) & "y (@) + pa)e”y(z) = g(x)e"™
=(y(@)er @)

& (yep(“:)> = q(z)el®.

~

En intégrant directement, on obtient
y(z)el ™ = /Q(x)ep(x)dx +C & yla)=e W /q(m)ep(‘”)dx + Ce P,

Remarque 1.22.

Les calculs qui sont faits dans les méthodes page [10] et page [12] sont les mémes :
Quand on fait la séparation des variables sur ’équation homogene on calcule une primitive
de p(z) qui est le P(z) qu’on a utilisé dans la méthode [L.21], page [12] De plus, quand
on fait I'intégration dans la variation de la constante, on doit trouver une primitive de

q(x ef p (z)d’”, qui est également ce qu’on calcule quand on fait I'intégration dans la méthode
page |12 On calcule [ g(x)ef®),

Ainsi, la méthode ne va pas simplifier/compliquer les calculs vu que les mémes inté-
grales/primitives sont calculées. D’une maniére générale, la méthode du facteur intégrant
est plus rapidelﬂ tandis que 'idée de la méthode séparation des variables puis variation de
la constante se généralisera aux équations d’ordre 2.

1. ndla : la méthode du facteur intégrant est ma méthode préférée pour les EDOs d’ordre 1 linéaires !%2
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Exemple 1.23.
On résout le méme probleme qu’avant : Cherchons la solution du probléeme de Cauchy

(14 22y + vy = 4xv/1 + 22
y(0) =14

Etape 1 : Solution générale de 'EDO par facteur intégrant.
On commence par réécrire 'équation sous la forme y' + p(z)y = ¢(x) :

x A
1+227 = VTxa2
Une primitive de 1f7 est %log(l + 2%) = log (\/1 +SU2>. On amplifie ’équation par

elog(\/1+a:2) _ /1 T 22
\/1+x2y’+Ly:4x =3 (\/1+x2y>/ =4z

V14 a?
& Vi+aly=22%+C
o y(x):M_
i e

La solution générale est donc y: R — R définie par y(x) = ?/”irif

Y+

Etape 2 : Condition initiale.
Méme chose que I'étape 3 de exemple [[.19] page [10]

Définition 1.24 (EDO du premier ordre linéaire a coefficient constant).
Soit ¥’ 4+ p(z)y = ¢q(z) une EDO linéaire d’ordre 1. On dit que 'EDO est a coefficient
constant si p(x) est constant, c’est-a-dire, il existe a € R tel que p(x) = a pour tout z.

Exemple 1.25 (Séparation des variables sur 1’équation homogene + coefficients indétermi-
nés).
Soit I’équation différentielle du premier ordre linéaire a coefficients constants

Y + 2y =222 — 2z + 4.

Trouvons la solution générale du probléme.
Etape 1 : On résout ’équation homogene par séparation des variables.
On a

d d 1
y'+2y:0->—y—|—2y:Oy->0—y:—deW/fdy:—/2d:c+C
dx y Y

2x T

wloglyl = =22+ C ~ |y = e ™2 oy = %72

Posant K = +e® € R3, on a que Pexpression de notre solution est y(z) = Ke 2%, De plus,
on vérifie directement que y = 0 est une solution de ’équation homogene qu’on récupere
sous la forme ci-dessus pour K = 0. On conclut que la solution générale de I’équation
homogene est y,: R — R définie par

yp(x) = Ke_%,

pour K € R

13



Etape 2 : On trouve une solution particuliére de I’équation avec la méthode des coefficients
indéterminés.
Vu que ¢(z) est un polyndéme de degré 2, on cherche une solution qui est également un
polynéme de degré 2. On pose

Yp = ax® 4 Br + v

On a alors
yp(x) = 20 + 3,

et donc pour que y, soit une solution de 1’équation, il faut
222 — 2z 44 =y,(x) + 2yp(z) = 20 + B + 2 (ozx2 + Bz + 'y)
=2az? + 20+ 20)x + B + 27
En identifiant les coefficients de ces deux polynomes termes a termes, on arrive au systéme

200 =2
200+ 28 = =2 sa=1, f=-2, v=3.
B+2y=4

Et donc yy(z) = x? — 2z + 3 est une solution particuliere de I’équation. Pour finir, la
solution générale de I’équation est y: R — R définie par

y(@) = yp(x) + yn(x) = 2* =22+ 3+ Ke
avec K € R.

Méthode 1.26 (Séparation des variables sur 1’équation homogene + coefficients indéter-
minés, cas ou ¢ ne ressemble pas a yp,).

Soit 3’ + ay = q(x) une EDO linéaire du premier ordre a coefficients constant.

Supposons que ¢(z) ait une des formes suivantes :

q(z) =6 + &1z + Loa” + .. + Eua” (& €R, a#0)

q(z) =&psin(pux) + &z sin(puz) + ... + Ea" sin(px)
+ no cos(pux) + mx cos(pzx) + ... + npx” cos(ux) (&, mi,u € R)

q(z) =™ + Luae™ + ..+ Guate (A ER, A # —a)

q(z) =& sin(pa)e + & sin(pxe™) + ... + Epa” sin(ux)e®
+ 1o cos(px)er® + i cos(px)e® + ... 4+ nua™ cos(px)e (& mispy, A €R)

Etape 1 : On trouve la solution générale de 1’équation homogene par séparation des
variables.
Identique que 'étape 1 de la méthode [I.18], page [I0] et donne yp: R — R définie par

y(r) = Ke %,

avec K € R.
Etape 2 : On trouve une solution particuliere & ’aide de la méthode des coefficients
indéterminés.
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On pose y, un fonction qui a la méme forme que ¢ :

Yp(7) =0 + a1z + agz® + ... + apa” (i €R, a#0)

yp(z) = sin(px) + cqzsin(pz) + ... + apa” sin(px)
+ Bo cos(pux) + frx cos(pux) + ... + Bpa”™ cos(ux) (v, Biyp € R)

yp(r) =ape™® + aze® + . 4 apa”e” (i, N € R, X # —a)

yp(x) =ag sin(uz)e*® + gz sin(uze®) + ... + oz sin(uz)e®

+ Bg cos(px)e + Bra cos(px)e + ... + Bua™ cos(px)e” (v, Biy 1, A € R)

Et on injecte ceci dans I'équation y,(2) + ay,(z) = q(z). On cherche ensuite les a; et 3;
pour que ¥y, soit solution d’e I’équation.
On construit finalement la solution générale en posant y = vy, + yp,.

Exemple 1.27. (i) Soit 'équation différentielle 3’ 4+ 2y = 8z cos(2x).
Etape 1 : Solution générale de I’équation homogene.
Par séparation des vairiables, on trouve yp,(r) = Ke™2*, K € R.
Etape 2 : Solution particuliére de équation avec la méthode des coefficients indéter-
minés.
Pour choisir la forme de g, on choisit une ligne des différentes formes de ¢ données
dans la méthode page [14] et on choisit n. Ici, on prend la deuxiéme ligne et
n=1:
q(x) = &osin(pux) + &1 sin(px) + 1o cos(ux) 4 ma cos(pr)
avec =& =m0 =0, =8 et u=2.
On cherche donc ¥, de la forme

yp(x) = apsin(2x) + ayzsin(2z) + Sy cos(2x) + [ cos(2x).
On a alors

Yp(x) =20 cos(2x) + o sin(2z) + 20z cos(2x)
— 20y sin(2z) + p1 cos(2x) — 2[1x sin(2x)
=(o1 — 2fp) sin(2z) + (—261)z sin(2z) + (200 + B1) cos(2z) + 202 cos(2x).

Et donc, pour que y, soit une solution de ’équation, on a besoin de

q(x) =8z cos(2x) = y;(x) + 2y, (z)
=(a1 — 20p) sin(2z) + (—261)zsin(2z) + (200 + P1) cos(2z) + 21z cos(2x)
+2 (ap sin(2x) + aqz sin(2x) + Fo cos(2x) + fra cos(2x))
=(200 + a1 — 2fp) sin(2x) + (21 — 251 )x sin(z)
+ (280 + 29 + 51) cos(2x) + (251 + 2a )z cos(2x)
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En identifiant terme a terme les coefficients, on doit avoir que

200 + a1 — 26y =0

20[1—2ﬁ1:0
280+ 209+ B1 =0
281 + 21 = 8

En regardant les lignes 2 et 4, on a un sous-systéme qui détermine aq et 57 :

{ 201 — 261 =0

= = 2.
261 + 201 = 8 = a1 =p

Les équations qui restent donnent alors

{2a0+2—250:0 L o= -1, o= 0.

200+ 2a0+2=0
On conclut que y,: R — R est définie par
yp(x) = —sin(2x) + 22 sin(2x) + 22 cos(2x)
et donc la solution générale de I’équation est y: R — R définie par
y(x) = —sin(2x) 4 2z sin(2z) + 2z cos(2z) + Ke **

avec K € R.
Soit I’équation différentielle 3/ + 2y = 4x2e?* + 2xe®* — 4e%*.

FEtape 1 : Solution générale de I'équation homogene.

Comme précédemment, y, = Ke™ 2%,

Etape 2 : Solution particuliére de Péquation & I’aide de la méthode des coefficients
indéterminés.

On choisit la troisieme forme de la méthode page [14]et n = 2. On a
q(x) = 42%e®® 4 22e? — 4e*® = £re? 4 E 2 + L,

avec §g = —4, & =2,& =4et A\=2 (on a bien A =2 # -2 = —a).

On cherche donc y, de la forme

Yp(r) = ape®® + arze® + agr?e®™.

On a alors
yzg(:v) =200€% + 1% + 2012%® + 2007%® + 20972

=200 4 1)e*® + (207 + 200)e®® + 2a92%e®.
Ainsi, pour que y, soit une solution de I’équation, on a besoin que

q(z) =422e®® + 226%™ — 4e** = Y () + 2yp(z)
=(2a0 + 041)62’” + (201 + 2042)3562‘” + 2001%e?®
+2 (age% + ayze®® + 01256262w)

=(4ag + al)e% + (4o + 2042)3562‘” + dagz’e®.
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En identifiant terme a terme, on arrive a

dag+ap = —4
4oy + 200 = 2 =ap=-1, a1 =0, ap =1
40[2 =4
et donc
yp(x) _ 11326296 o e2x

est une solution particuliere de I’équation.
On conclut que la solution générale de I’équation est y: R — R définie par

y(x) — 1'2621 o 62x + K6721

(7ii) Soit 'EDO o + 2y = e~ 2.
Etape 1 : Solution générale de I’équation homogene.
Comme avant, yp,(z) = Ke™ 2.
FEtape 2 : Solution particuliere de I’équation & 1’aide de la méthode des coefficients
indéterminés.
On choisit la troisieme ligne des formes proposées a la méthode page et
n=20:
q(z) = e = e,

avec g = 1 et A = —2. Remarquons que nous sommes ici dans le cas ou A = —a.
Selon la méthode [T.26] page [I4] on ne peut procéder par coefficients indéterminés.
Essayons quand méme et voyons ce qu’il se passe.
On cherche y, de la forme

yp(2) = e
On a

yp(x) = —2ae™7,

Ainsi, pour que y, soit une solution de I’équation, il faut que
q(z) = " =y, (x) + 2yp(z) = 20> — 20" = 0.

Il est donc impossible de trouver a pour que ¥, soit une solution de ’équation. I
nous faut donc une autre méthode pour ce cas la.

Méthode 1.28 (Séparation des variables sur I’équation homogene + coefficients indéter-
minés, cas ol ¢ ressemble a yp,).

Soit ' + ay = q(x) une EDO linéaire du premier ordre a coefficients constant.

Supposons que ¢(z) ait la forme suivante :

q(z) =Eoe™ ™ + Gwe " + 4 LraTe ™ (&, A €R)

Etape 1 : On trouve la solution générale de I'équation homogéne par séparation des
variables.
Identique que I’étape 1 de la méthode page et donne yp: R — R définie par

y(x) = Ke %%,

avec K € R.
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Etape 2 : On trouve une solution particulitre & l'aide de la méthode des coefficients
indéterminés.

On commence par l’expression comme dans la méthode page On enleve le terme
sans r et on ajoute un terme avec une puissance de z supplémentaire :

ape” ¥ +ajze” ™ + L Fapae ™

g™ + oaqze” " + L+ apale oy, " e

a1ze”® 4+ L+ apxe 4 ap T le T,

On choisit donc

+1_—ax

yp(x) = ajze” ™ + ..+ apz”e " + app2 e

qu’on injecte dans I’équation et on trouve les o; pour que y, soit solution de 1’équation.
Pour finir, on conclut que y = y, + yn, est la solution générale de I’équation.

Remarque 1.29.
Au vu des différentes hypotheses dans les formes de ¢(z) données dans la méthode
page il faudrait aussi discuter le cas o a = 0 et g(x) a la forme

q(x) = & + &1z + Eax® + . + £

Néanmoins, dans ce cas, I’équation est

qui se résout par intégration directe.

Exemple 1.30. (i) Soit 'EDO y' + 2y = e~ 22,
Comme avant, yp,(z) = Ke 2.
FEtape 2 : Solution particuliere de I’équation & 1’aide de la méthode des coefficients
indéterminés.
On est dans la troisieme ligne des différentes formes proposées par la méthode
page n = 0 dans le cas ou A = —a. On fait donc la transformation indiquée dans

la méthode [T.28] page [17}

a0€—2x

oge”  tajze 2

ajze %",

On choisit donc
yp(2) = apwe 2.

On a alors

2x 2x

yp(x) = e — 20127,

18



et donc, pour que y, soit solution de I’équation, on a besoin que

q(z) =e™** =y () + 2yp(2)
=a1e % — 20 e 2 + 2 (alxe_%:)
—qpe
a1 =1
et donc y,: R — R définie par
yp(z) = 2™

est une solution particuliere de I’équation.
On conclut que la solution générale de 'EDO est y: R — R définie par

y(x) = yp(x) + yn(r) = ze % 4 Ke 2

avec K € R.
(1) Soit PEDO 3 — 3y = 4xe3®.
Etape 1 : Solution générale de 1’équation homogene.
On procede par séparation des variables, et on trouve y,(z) = Ke3?.

FEtape 2 : Solution particuliere de I’équation & 1’aide de la méthode des coefficients
indéterminés.
On est dans le cas de la troisiéme ligne de la méthode [I.26] page[14 n =1 :

q(z) = 4ze™ = e + £1ae’,
avec & =0, &1 =4, A =3 = —a. Vu que A = —a, on commence par la transformation

donnée a la méthode page [17] :

ape’® + aqze’®

956%+ a1xe3+aga’e’”

a1ze> + ayr?e’®.

On choisit donc

yp(z) = a12e’ + ayr?e’®.

On a alors
y;)(:r;) —a16% + a1z’ + 2a0xe + 3a2?e®

—ape’ + (3a1 + 2a2)xe3m + 3agz?ed®.
Ainsi, pour que y, soit solution de I’équation on a besoin que
q(z) =4ze® = yll)(x) — 3yp(z)
=3 + (3ay + 2042).%63‘76 + 3agre’”
-3 (alxe?’x + a2x2e3z)

=a1€> + 2a0xe’®.
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En identifiant terme a terme, on obtient

041:0 o o
{2&2:4 =a1 =0, ag =2

et donc y,: R — R définie par

yplx) = 2765

est une solution de 1’équation.
On conclut que la solution générale est donnée par y: R — R définie par

y(x) = 2223 + K37,

avec K € R.

Remarque 1.31. (i) Le gros avantage de cette méthode est que pour trouver la solution

particuliere, il n’y a aucune primitive & calculer. Par contre, son désavantage est
qu’elle ne fonctionne que pour les équations a coefficients constants et seulement
lorsque ¢(z) a la bonne forme.

Que se passe-t-il exactement dans la méthode des coefficients indéterminés ?

On a vu dans la remarque page |§| que si on définit L(y) = v + ay,
L: CY(I) — C°(I) est une application linéaire.
Le but de la méthode des coefficients indéterminés est de trouver deux sous-espaces
vectoriels de dimension finie, V. CY(I), V' c C*(I) telsque g€ Vet L: V' =V
est inversible, ou, de fagon équivalente tels que

qevV
dimV’' =dimV < +o0
Ker LNV’ = {0}.

Vu que V et V'’ sont des espaces vectoriels de dimension finie, on les cherche sous
la forme d’ensembles de combinaisons linéaires d’une base : V' = span{e, ..., e, } et
V' = span{e], ...,el }, ol span (aussi des fois notés vect) dénote 1’espace vectoriel
engendré par les éléments donnés dans la liste.

On proposede comprendre 'approche en traitant un exemple. Si par exemple g(z) =
3z2e~2%  alors, on commence avec V; = span{z2e~2*}. On rajoute des éléments a la
liste de telle sorte que les dérivées successives de ¢ sont dans ’espace : On a

/
(xze—%) _ 92t 22
—_—
on ajoute a la liste 2%

On prend donc Va = span{ze~2% x2¢72%}. On a

/
(xe_Q‘”) = e 2 —2ze ",
S—~— N——
a ajouter a la liste 2%}

On prend donc V3 = span{e™2%, ze=2% z2¢72%}. On a



:c’ IL‘B_Qx, l’26_2x}.

Et vu qu’on a plus rien & ajouter, on choisit V = V3 = span{e~?
Cette construction donne un espace vectoriel clos par dérivée, c’est-a-dire, si p € V,

o eV. A partir de ceci, on a que L: V — V. En effet, si p €V, alors,

L(ga)z\gof’/nLgf/GV.
eV eV

Si de plus, Ker LNV = {0}, alors on a toutes les propriétés voulues. Cette construction
est ce qui se cache derriére la méthode page Remarquons a ce stade que
Ker L est I’ensemble des solution de I’équation homogene, qui dans ce cas sont
yp(x) = Ke . Ainsi, Ker LNV = {0} est la raison pour laquelle on doit supposer
A # —a dans la troisieme forme de ¢(z).

Plus généralement, l'idée est de commencer avec V; = span{q} et d’ajouter des
éléments a cette base en calculant les dérivées successives des éléments de la base, en
espérant que ce processus s’arréte en un nombre fini d’étapes.

Dans le cas ot la construction donne quelque chose tel que Ker LNV # {0}, alors, vu
que Ker L = span{e %"} est un espace vectoriel de dimension 1, en faisant I’équivalent
de la transformation de la méthode page [17] sur la base, on a

V = span{e %, ze” % r2e7 . z"e 9%}

1
span{e= ze~ % 1l 0% . xe 0% gm0
i

/ _ _ _ _
V' = span{ze % x%e" % .. z"e O g"Tlem%)

On a alors que V' n’est plus clos par dérivée, mais on a que la dimension de V' est la
méme que V', on peut vérifier que L: V' — V et Ker LNV’ = {0}, et donc, on a a
nouveau toutes les propriétés voulues.

Proposition 1.32 (Principe de superposition).
Soit VEDO linéaire du premier ordre

Y +p(@)y = @1 (x) + q2(x)

Si y1 est une solution de y' + p(x)y = q1(x) et y2 est une solution de y' + p(z)y = g2(x),
alors, y = y1 + y2 est une solution de

v +p(x)y = q1(x) + g2 (x)

Démonstration. On a

Y +p@)y =1 +v2) +p(y1 + y2) = Y1 + yo + py1 + P2
=y1 + py1 + Y5 + pyo,
—_—
=q1 =q2

qui est le résultat voulu. ]

Exemple 1.33.

Soit 1’équation différentielle v/ — 2y = 2ze?* — 222 + 22 + 2.

Etape 1 : Solution générale de ’équation homogene.

On procéde par séparation des variables et on trouve yy,(r) = Ke?*, K € R.
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Etape 2 : Solution particuliére de équation par la méthode des coefficients indéterminés.
Si on regarde le membre de droite de I’équation, il y a deux parties qui entrent dans
deux catégories différentes décrites dans la méthode page En effet, on a ¢(x) =
q1(z) + go(x) avec q1(x) = 22e® et go(x) = —222 + 22 + 2.

L’idée est de trouver une solution particuliere y, 1 de ¥/ —2y = q1(z) et yp 2 de y' —2y = ga2(x).
On aura alors que yp = yp.1 + Yp,2 sera une solution particuliere de y' — 2y = ¢(z), par le
principe de superposition.

On commence par chercher y, 1 :

q1(z) = 2xe®* correspond & la troisiéme catégorie de la méthode page |14 avec n = 1.
On a

q(x) = e + & ae,

avec o = 0, {; = 2 et A = 2 = —(—2). On est donc dans la situation ot A = —a et on
commence par faire la transformation de la méthode page [17] :

ape®® + aqze’®

M—i— arze® +asa’e?”

aze®® + apa?e?®,

on choisit donc

Yp1(z) = a12e%® + agr’e?®

On a alors
y;)71(l‘) =162 + 2012 + 2002*® 4 20922
= % + (2a1 + 042)1’6296 + 20012 €%”.
Ainsi, pour que yp 1 soit solution de ¥’ — 2y = ¢i(z), on a besoin que
@1 (z) =2xe* =y, 1 (z) = 2yp1 ()
=a1e?® + (2a1 + ozg):ve% + 20012 — 2 (alxe% + a2$262$>

=% + 2092,

En identifiant les coefficients termes a termes, on doit avoir
a1 =0
{ ! = a1 =0, ag = 1.

Ainsi, y,1(z) = 2%€*® est une solution particuliere de y' — 2y = q¢1(z).

Passons a la recherche de y, 2 :
q2(z) = —22% + 22 + 2 correspond & la premiére catégorie de la méthode page (14] :

@2 (z) = & + & + &a?,
avec &y = & = 2 et & = —2. On choisit donc
Yp2 () = ap + a1z + agz®.

On a alors
Ypo(z) = a1 + 200z

22



Ainsi, pour que yp 2 soit une solution de ¥’ — 2y = g2(z), on a besoin que

@(x) = — 202 + 2 +2 = y;LQ(:c) — 2yp2(x)
=a1 + 2a0x — 2 (ozo + ajx + a2x2)

= — 2a2m2 + (20&2 — 2041).% + a1 — 2040.
En identifiant les coefficients terme a terme, on doit a avoir

—2@2 = -2
(20&2—20&1):2 =ap=-—1, a1 =0, ag = 1.
a1 — 204() =2

Ainsi, yp2(z) = —1 + 22 est une solution particuliere de y' — 2y = go().
En conclusion, y,(x) = yp1(z) + yp2(z) = 22€2® — 1 + 22 est une solution particuliere de

y' — 2y = q(z) et donc la solution générale est y: R — R définie par
y(z) = 22e*® — 1 + 22 + Ke?®,

avec K € R.

1.4 EDOs du deuxiéme ordre linéaires a ccefficients constants

Définition 1.34 (Edo du deuxiéme ordre linéaire a coefficients constants).
Une EDO d’ordre 2 E(z,y,y’,y") = 0 est dite linéaire d coefficients constants si il existe
a € R* b,c € R et une fonction g(x) tels que 'EDO peut se réécrire

ay” + by’ +cy = q(x).
Si de plus, ¢ = 0, I’équation est homogéne, si q¢ # 0, I’équation est inhomogene.

Définition 1.35 (Solutions linéairement indépendantes).

Soit ay” + by’ + cy = 0 une EDO linéaire du deuxi¢me ordre homogene, I C R un intervalle
et y1,y2 € C?(I) deux solutions de cette équation.

On dit que les solutions y1, yo sont linéairement dépendantes si il existe a, 8 € R pas tous
deux nuls tels que pour tout x € I,

ayi(z) + By2(x) = 0.
On dit que les solutions y1, y2 sont linéairement indépendantes si pour tous a, 8 € R,

Ve el,

{ ayi(x) + Py2(x) =0 } = a=p=0.

Remarque 1.36. (i) Comme dans le cas des équations linéaires d’ordre 1, L: C?(I) —

CY(I) définie par L(y) = ay” + by’ + cy est une application linéaire. La solution
générale de I'EDO a donc la forme y, + y, ou y, est une solution de I’équation
homogene ay” + by’ + cy = 0 (i.e. y, € Ker L) et y, est une solution particuliere de
Iéquation ay” + by’ + cy = q(z).
Pour les équations d’ordre 2, 'espace des solutions de 1’équation homogene, Ker L
est de dimension deux. La solution générale de I’équation homogene a donc la forme
yn = Cry1 + Cays ol y1 et yo sont deux solutions linéairement indépendantes de
I’équation homogene.
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(i) Inspiré par la solution générale de I’équation homogene pour les EDOs linéaires du
premier ordre & coefficients constants (y' +a-y =0 =y = Ke ) on peut regarder
ce qu’il se passe si on cherche une solution de I’équation homogene ay” + by’ +cy = 0
de la forme y(x) = . En injectant ceci dans I’équation, on obtient

0= ay’(x) + by (z) + cy(z) = aX2e ™ +bAe™ + ce?™ = (aX? + bA + ¢)e

Ainsi, si le polynome en A, a\? + b\ + ¢ (appelé polynome caractéristique de I’EDO)
s’annule, on a une solution de I’équation homogene.

Proposition 1.37.
Soient a € R*, b,c € R et I’équation d’ordre 2 linéaire a coefficients constants, homogéne

ay” + by + cy = 0.

Posons A = b% — 4ac.
(i) Si A >0, y1,y2: R = R définies par

by VA

yl (g_’;) — 5} b;a Am
V/N

y2($) —=e b2a A‘T

sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation.
(ii) Si A =0, y1,y2: R — R définies par
—b
yi(x) =e2®

—b

yo(x) =zeza™

sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation.

(iii) st A <0, y1,y2: R — R définies par

y1(x) —e% " sin ( ’A‘l‘>

2a

ya(x) —e%a® cos < A|x>

2a
sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation.

Démonstration. (i) Commengons par montrer que y; et y2 sont deux solutions de 'EDO.

Posons A1 = % et Ay = %. Alors, on a pour i = 1,2, aA? + b\; + c=0 et
yi(z) = eNv.
Ainsi, on a

yi(w) ="

yi(x) =N
() =N
= ayz’/(x) + byg(x) + cyi(x) = (a)\Z? + b\ +c) T — 0,
N———
=0

ce qui montre que y; et yo sont deux solutions de I’équation homogene.
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(i)

Montrons maintenant que les deux solutions sont linéairements indépendantes. Sup-
posons que «, 3 € R sont tels que pour tout = € R,

ay1(x) + Byz(x) = 0.
Ainsi, on a

7b+f

—b—vVA —b—vVA
0= ayi(z) + fy2(z) = ae™ 2a

+,8€ 2a x:e 2a

<ae\/azm + 5)

—b—VA

Or, vu que e~ 2a * % 0, on déduit que

+ 68

En dérivant des deux c6tés de I’équation par rapport a x, on arrive a

N /A,
0= —aea .
a

O—aea

Vs
Vuque VA #Qet e = 0, on déduit a = 0, et en injectant ceci dans 0 = ae‘/&”—l—ﬁ,
on déduit que 8 = 0. Ainsi, on a bien que y; et yo sont linéairement indépendantes.
Commencons par montrer que ¥; et yo sont deux solutions de 'EDO. Remarquons

que par hypothese, b? = 4ac et —% = _bi‘r est la racine double de a\? + b\ + c,
c’est-a-dire,

Ainsi, on a
yi(x) =e
ya(x) :$€%I

T

W(@) = — eeTs®
yh(x) = <1 — xb> €2’
2 2a
b\? -
W)= (5 ) exe

= ayy (z) + by (z) + cy1(z) =

(o ()" +0(3) +o) 20

b2

= ayy(z) + byy(z) + cyo(z) = =« (—4a + c) e7a® + (b—b)e o

b2
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ce qui montre que 1 et yo sont deux solutions de 1’équation homogene.
Montrons maintenant que les deux solutions sont linéairement indépendantes. Suppo-
sons que «, 8 € R sont tels que pour tout x € R,
—b —b
0 =ayi(x) + By2(x) = aez® + freza”.
En particulier, pour = 0, on déduit
—b —b
0=ee2’+3-0-e2:’ =aq.
De plus, pour z = 1, on déduit
—b

0= peza.
Pour finir, vu que e # 0, on déduit que 8 = 0. Ainsi, on a bien que y; et yo sont
deux solutions linéairement indépendantes.

(éi7) Commengons par montrer que y; et yo sont deux solutions de 'EDO. On a

b (\/4ac — b2x>

y1(z) =e%® sin

2a
(2) ¢ 2 o dac — b?
Y2 %
, Vdac — b? Vdac — b? b . (Vdac—1b? b,
y(z) = cos x| ——sin x| |ez
2a 2a 2a 2a
, Vdac —b* | [ +4ac—b? b Vdac — b? —b,
ys(z) = — sin ——cos| ————z ) |e2
2a 2a 2a 2a
" —bv4ac — b? Vdac — b? b? —2ac . [4ac—b? —b,
y(z)=|————cos | ——2 |+ ———sin| ——=z | | e
2a? 2a 2a? 2a
" bvdac —b% . [dac —b? b% — 2ac 4ac — b? —b,
Yy (z) = sin x|+ cos x| |ez
2a? 2a 2a? 2a

= ay () + by (z) + ey (2) =
= ayy () + bys(x) + cya() =

I

ce qui montre que y; et yo sont deux solutions de 1’équation homogene.
Montrons maintenant que les deux solutions sont linéairement indépendantes. Suppo-
sons que «, 8 € R sont tels que pour tout x € R,

- VI]A - VI]A
0= ayi(x) + Bya(z) = ae7a? sin (Hx> + BeT:x cos <Hx) .
2a 2a
En particulier pour = 0, on déduit
0 = ae”sin (0) + Be’ cos (0) = B.

am

Vial

De plus, pour z = , on déduit

__bmw T __bmw
0=cae 2VIAIsin <2> = e 2VIAL
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__bmw
Pour finir, vu que e 2VI2l £ 0, on déduit que o = 0. Ainsi, on a bien que y; et ys
sont linéairement indépendantes.

O

Remarque 1.38. (i) Pour retrouver les formules de la proposition, on peut procéder de

la facon suivante : on écrit le polyndéme caractéristique
p(\) = aX? + X+ ¢

dont on cherche les racines. Puis, on a les trois cas suivants :

Cas 1 : p a deux racines réelles distinctes A\ et Ay. Les solutions linéairement
indépendantes de 1’équation homogene sont y;(x) = eM® et ya(z) = 27,

Cas 2 : p a une racine réelle double A. Les solutions linéairement indépendantes de
I’équation homogene sont y;(x) = e et yo(x) = ze*.

Cas 8 : p n’a pas de racine réelle. Alors, p a deux racines complexes conjuguées :
A+ ip et A —ip. Les solutions linéairement indépendantes de ’équation homogene
sont y1(x) = e sin(ux) et yo(x) = 2 cos(ux)

Dans le cas ou les racines de p sont complexes conjuguées : A + iu et A — iu, on peut
procéder de facon similaire a ce qu’on a dans le cas ou p a deux racines réelles :

o (iL') :e(A-‘riu):c

o () =eP 7T = A (cos(pa) — isin(pa))

/\x(

= e (cos(ux) + isin(uz))

Le probleme que ces deux solutions linéairement indépendantes présentent est qu’elles
sont a valeur complexe. Si on suppose que C; et C sont des constantes complexes
mais y(z) = C171(z) + Cagz(z) est a valeur réelle, alors, on a

0 =Im(y(z)) = Im (C191(z) + C272())
=M (Im(Cy 4 Cy) cos(ux) — Re(Cy — Cy) sin(pz)) .
Du fait que sinus et cosinus soient linéairement indépendantes, ceci implique que

Im(Cy) = —Im(C1) et Re(Cy) = Re(C), c’est-a-dire, C; et Cy sont conjuguées 1'une
de lautre. Ainsi,

y(x) =Chij1(x) + Ciga(z) = (C1 4+ C1)eM cos(ux) + i(Cy — C1)e sin(ux)
=2Re(C1)eM cos(px) — 2Im(Cy)e sin(pz).

Az

Ainsi, y est bien une combinaison linéaire réelle de y;(x) = e sin(ux) et ya(z) =

e cos(ux).

Méthode 1.39 (Polynéme caractéristique+Variation de la constante).

Soit une EDO linéaire du deuxi¢me ordre & coefficients constants ay” + by’ + cy = q(z),
avec a € R* et b,c € R.

Etape 1 : On trouve deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogeéne
ay” + by’ + cy = 0 a laide du polynéme caractéristique.

En utilisant la proposition , on peut toujours trouver y;,y2 € C(R) deux solutions
linéairement indépendantes de 1’équation homogene ay” + by’ + cy = 0.

Etape 2 : On trouve une solution particuliére de I'équation a Paide de la variation de la
constante.
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On cherche y,(z) = C1(z)y1(x) + Ca(x)y2(z), ou Cy et Cy sont solution du systeme

{Cﬂ:c)yl(x)wé(x)m(x): - <y1<x> m(w)) (Ci@s)):( 0 )
q(@). vi@) yh(2)) \Ch(a)) ~ \Fal@)

C1(x)yr(x) + Co(x)ys(z) =
Résoudre ce systéme algébrique donne C] et C} et ensuite, en prenant une primitive, on
obtient Cq et Cs.

Q= O

Remarque 1.40.
Au vu de la méthode, on peut se poser trois questions : Est-ce que ¢a marche? D’ou ¢a
sort 7 Le systéme algébrique a-t-il toujours une solution 7
(7) Est-ce que ¢a marche?
Oui, on peut le vérifier de fagon directe. On injecte y,(x) = Ci(x)y1(x) + C2(x)y2(x)
dans ay” + by’ + cy et on vérifie si on trouve ¢(z). On a

Yp(x) =C1(z)y1(z) + C2(2)y2(x)
yp(x) = Ol (x)y1(x) + Cy(x)y2(x) +Cr(2)y; (2) + Ca(2)ys(z)
=0
= C1(x)y1 (z) + Ca(x)ys(x)
yp () = Ol (2)y; () + Co(x)ys(x) +Ci(x)y] (z) + Ca(z)ys (x)

=Lg(z)

:%q(x) + Oy (2)y! () + Colz)yl (x)

et donc

ayy () + by, (x) + cyp(x) =q(x) + C1(x) (ayy (x) + by (x) + cy1 ()
=0
+ C1(x) (ayy (x) + bys(2) + cya(x)) = q(x)
=0

et donc cette méthode nous donne bien une solution de 'EDO.

(it) D’ou ¢a sort ?
Pour comprendre d’ou sort ceci, il faut commencer par passer au systeme d’EDOs
d’ordre 1 équivalent (voir remarque m, page . On a donc que I'équation est

équivalente au systeme
/
(51 0 1 Ul 0
2 a a u2 a
—_——

On peut vérifier alors que <‘z}> et <??j?> sont deux solution linéairement indépen-
1 2

dantes du systéme homogene. Si on cherche maintenant une solution particuliere de
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/ —C' yl(w) e y2(x 2 yl(m / o x) ,
D) =) yi(x)) el )<y;<x>> e )<ya<x>> el ’( 5<x>>
(@) + @) L ooy (1@ L ooy (22)
- (ci () (@) + cZ<w>yg<x>> +G@M (.ya(w)) + Cala)M ygm)
_ (Cl@m(@) + Chla)p () )
= (cﬁ (2)yh (2) + CZ(w)yé(rc)) M)

Ainsi, pour que y, soit une solution de I’équation, il suffit que

Cr(x)yr(x) + Co(x)ya(x)) _ (0
C1(z)yr(x) + Co(x)ys(x) a)’
qui est précisément le systéme qu’on a posé dans la méthode.
(éi1) Le systeme algébrique a-t-il toujours une solution ?
Tant que y; et yo sont linéairement indépendantes, oui. C’est garantit par la proposi-

tion [I.42] page [29]

Définition 1.41 (Wronskien).

Soit ay” + by’ 4+ cy = q(x) une EDO du second ordre linéaire & coefficients constants et y,
y2 deux solutions de I’équation homogene ay” + by’ + cy = 0. Le wronskien de y1, y2 est
défini par

Wiy, yol(x) = det (318 gﬁ;) = i (@)h(x) — v} (@),

Proposition 1.42.
Soit ay” + by’ + cy = q(x) une EDO du second ordre linéaire a coefficients constants, I C R
un intervalle ouvert, y1,y2 € CY(I) deux solutions de I’équation homogéne ay” +by' +cy = 0

et leur wronskien
Yy Y

Alors,
(i) on a soit Vo € I, Wiy, y2](x) = 0 soit pour tout x € I, Wiy, ya](x) # 0

(ii) y1 et yo sont linéairement indépendantes si et seulement si Y € I, Wyi,y2|(x) # 0.

Démonstration. (i) Etape 1 : On montre que W [y1, y2](x) est une solution de PEDO du
premier ordre homogene & coefficient constants y’ + gy = 0.

On a
Wiy, yol (x) =y (@)ys () + y1(2)ys () — yi (2)y2(x) — y1 (x)y3(x)

() (~23h(0) — So(a) ) — (—20h(0) — S @) ) 1ol
b

=~ 2 ((h(e) — @) =~ Wyr, pal(w).
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(i)

et donc .
Wiy, yo) () + 5W[y17y2](x> =0,

qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 2 : On montre qu'il existe C' tel que Wy, yo](z) = Ce—a®

On montre que toutes les solutions de 3y’ + 3y = 0 ont la forme y(z) = Ce~®
en utilisant la méthode du facteur intégrant. Vu que Wy, y2] est une solution de
Yy + 3y = 0, on aura le résultat.

Si y € C1(I) est une solution de y' + %y =0,ona

b kz b gx Qx !
y(@) + —y(@) = 0= eo®y(2) + —eaty(x) = 0= (edy(x)) =0
= 6§my(l‘) =C=y(x) = C’e‘gm,

qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 3 : Conclusion

Vu que Wiyr, y2](z) = C’e‘gfc, on a soit C # 0 et Vz € I, Wiy, y2](x) # 0, soit
C =0 et alors Vo € I, Wy, y2](z) = 0.

FEtape 1 : On montre que si y1 et yo sont linéairement dépendantes, alors Va € I,
Wy1,y2](z) = 0.

Si y1 et yo sont linéairement dépendantes, il existe «, 8 € R pas tous deux nuls tel
que pour tout x € I, ayi(z) + By2(z) = 0. Supposons, quitte & échanger les rdles de
y1 et y2 que B # 0. On a alors pour tout = € I, ya(z) = —%yl(az). Donc pour tout
rel,

(%

Wy, 1e)(2) = 4 )ta) = s (@) (@) = i @) (= Gon(e) ) =) (=5

" @) =0,

qui est le résultat voulu dans cette étape.

Etape 2 : On montre que si 3% € I tel que W(y1,y2](Z) = 0, alors y; et yo sont
linéairement dépendantes.

Attention cette étape requiert un résultat qui est démontré plus loin. On utilise
I’aspect unicité du théoreme Hyppocampéléphantocamelos.

Vu que W{y1,y2](T) # 0, le noyau de la matrice (y} (@) ()

n(@) y,(7)

) n’est pas trivial. Il

existe donc a, 8 € R pas tous deux nuls tels que

avec la condition initiale “ (@ = 0 .
u2(T) 0

Posons



et montrons que c’est une solution du syteme d’EDOs. On a
ur(2)) _ (o} (@) + Byh(x)
uz(z) ayf (x) + Bys ()
_ uz(x)
“o (“Lni@) - 2n(@) + 8 (- Luse) - Sua(a))

B ug ()
= (—2(04?/1 () + Bya(2)) — & (ayi(z) + Bw(w)))

:< us () >: oL <m@0
—pua(@) = fn(w)) — \ - — ] \w(@))
<U1($)) _ (ayl(

u2(T) ayy (

Enfin, remarquons que est également une solution du systéme d’EDOs avec la

0
0
condition initiale. Par unicité des solutions (voir théoréme Hyppocampéléphantoca-
melos), on a nécessairement que pour tout z € I,

ayi(x) + Bya(z)) _ (w(z)) _ (0
ay () + Byz(x) ug () 0/’
en particulier, pour tout x € I, ayi(x) + Pya2(z) = 0 qui est le résultat voulu.
]

Remarque 1.43. (i) Si y; et y2 sont deux solutions linéairement indépendantes de
I’EDO, on a que pour tout = € I, W{yi,y2|(x) # 0 et donc, pour tout = € I la

matrice

yi(z) y2(w)

(@) ya(x)
est inversible. En particulier, on pourra toujours trouver une solution du systéme qui
apparait dans la variation de la constante (voir méthode page :

(@) w@) (@) _( o
(@) ya(x) ) \Calx) 24(x)
(7) Remarquons de plus qu’en utilisant la formule pour I'inverse d’une matrice carrée de
dimension 2, on a une formule directe pour C] et CY :
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_ 1 yh(x) —m(x))( 0 )
Wlyr, y2](z) \—v1(x)  w1(x) 14(z)
—y2(x)q(z)

aWly1, y2)(x)

y1(z)q(z)
aWly1, y2)(z)

Exemple 1.44. (i) Soit 'EDO y" + ¢/ — 2y = 3 — 222,
Etape 1 : Polyndome caractéristique pour les solutions de I’équation homogene.
Le polynéme caractéristique est

MiEd—2=A0+2)(A—1),

dont les racines sont —2 et 1. Vu qu’on a deux racines réelles, les solutions linéairement
indépendantes de I’équation homogene sont y;(z) = e et yo(x) = e~ 22.
Etape 2 : Variation de la constante.

On cherche une solution particuliere y, de la forme y,(x) = Ci(x)y1(x) + Ca(x)y2(x)
ou C; et C5 sont des solutions de

e?Cl(z) + e 22Ch(x) = 0
e?C(z) — 2e722Ch(z) = 3 — 222

En soustrayant les deux équations, on arrive a

3e 0 (x) =222 —3 = Chx) =™ (§x2 — 1) .

En réinjectant ceci dans la premieére équation, on arrive a

e Cl(z)=1- §x2 = Cilx)=¢€" (1 - §x2>

Remarquons qu’on aurait pu arriver a ceci de fagon directe en utilisant la remarque

page [31] On a

W[y17y2] (.CE) = _2€_$ — 6_$ = _36_33

et donc,
gy p(o)glx) e*(3-22%) (122
) =~ it~ s =< (17 57)
'  uix)g(x) (3 - 22%) _ o2 21‘2 .
) =ity = e =< (55 1):
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Enfin, calculons les primitives de ces fonctions pour trouver C; et Csy. En utilisant
des intégrations par parties successives (on dérive toujours la partie polynomiale, et
on intégre toujours la partie exponentielle), on a

x xT xT
/ e t 1B _ g2 4 2/ tetdt ' g2 42 (x(—e_x) - 2/ —e_tdt>
x
= — (2?4 2x)e " + 2/ eldt = —(2? + 2 + 2)e°

z 1 z 1 1 1 [
/ t2e2tdt H;ng%h — / tetqr 2P §$262x — 51:629” + 5/ e2tdt

1 1
=5 (x2 —x+2) %

2 2 4 1
Ci(x)=—e"— 3 (—(:1:2 + 2z + 2)673:) + K= (3:1:2 + 3% + 3> e+ Ky
1 1 1 1 1 1
02(33) :g (562 — T+ 2) 62$ — iezw + KQ = (31‘2 — §ZU — 3) 62x + K2

Ainsi, la solution particuliere est

yp(x) =Cr()y1 () + Co(z)y2(x

)
2 4 1 1 1 1
2 2 gl‘ — -+ K€ + ng_Qx

=-r"+ x4+ 5+ 527 — 3

3 3 3 3
2?4+ 1+ Kie® + Kye 2%,

et vu qu’on a gardé les constantes K; et Ko dans Ci(x) et Ca(x), on obtient ainsi la
solution générale de 'EDO.

Si on avait des conditions initiales du style y(xo) = yo et y'(z9) = y1, on ajusterait
K et K5 pour que y vérifie ces conditions initiales.

(i) Soit 'EDO y" — 2y + 2y = e*.
FEtape 1 : Polynome caractéristique pour les solutions de I'équation homogene.
Le polynoéme caractéristique est

A2 — 2\ +2,

dont les racines sont
2++4—-8 .
—— =1+4i.
2
Ainsi, les deux solutions linéairement indépendantes sont
y1 (x) =R+ cos(Im(1 + i)x) = €” cos(x)
Yo (x) =R+ gin(Im(1 + i)x) = e” sin(z).
FEtape 2 : Variation de la constante.

On cherche une solution particuliere y, de la forme y,(z) = C1(z)y1(x) + Ca(z)y2(z)
ou C et Cy sont des solutions de

e cos(x)C1(z) + €” sin(z)Ch(x) =0
(e® cos(z) — e®sin(x)) C1(z) + (e* sin(x) + e* cos(x)))Ch(z) = €*
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En divisant toutes nos expressions par e” ce systéme est équivalent a

{ cos(z)C1(z) + sin(z)Chy(z) =0 (1.44.1)
(cos(z) — sin(x)) C1(x) + (sin(z) + cos(x)))Ch(x) = 1. (1.44.2)

Ainsi en soustrayant la premieére équation a la deuxieéme, on arrive a

(1.44.2)) — (1.44.1]) —C1(x)sin(z) + Ch(x) cos(z) = 1. (1.44.3)

Donc,

cos(z) - — sin(x) cos?(x)C1 (z) + sin?(2)C (z) = —sin(x)
sin(x) - + cos(z) - (1.44.3)) : sin? () Ch(x) + cos?(x)Ch(x) = cos(x),

dont on déduit finalement, en utilisant que cos®(x) + sin?(z) = 1,

Ci(x) = — sin(x)
Ch(z) = cos(x)

Notez ici que le systéme était un peu plus fastidieux a résoudre. En utilisant la
formule avec le wronskien, on arrive directement &

Wly1, y2](x) =e” cos(z) (e” cos(z) — e”sin(x)) + (e* sin(z) + €* cos(z)) e* sin(z)

=e?” cos®(x) + e* sin?(z) = €**

oy - e(@a(@) _ esin(z)e”
Ci(w) = aWlyr, o) (z) e - )
sy yi(@)g(x)  e"cos(w)e” cos(x
Ca(w) CaWlyr, yel(z) e - ol

On arrive donc a

Cy(z) =cos(z) + K3
Cs(x) =sin(z) + K»

et donc

Yp(x) =C1(2)y1(2) + Co(@)y2(2)
= cos(x)e” cos(x) + sin(z)e” sin(z) + Kie” cos(z) + Koe” sin(x)
=e” + Kje” cos(z) + Koe” sin(x).

A nouveau, vu qu’on a gardé les constantes K et Ko dans C(z) et Ca(x), on récupére
ainsi la solution générale.

Méthode 1.45 (Polynéme caractéristique + Coefficients indéterminés, cas ol g ne res-
semble ni & y; ni a yo).
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Soit une EDO linéaire du deuxiéme ordre & coefficients constants ay” + by’ + cy = q(x),
avec a € R* et b, c € R. Supposons que ¢(x) ait une des formes suivantes :

q(z) =£0 + &13 + Loa” + ... + Eua” (& €R, c#0)

q(z) =osin(pz) + & o sin(px)
+ ... + & sin(px)
+ o cos(uz) + e cos(uz)
+ o ™ cos(p) (&i,mis 1 € R, a(ip)® + bipp+ ¢ #0)

q(x) =oe” + & ze™”
+ o Epate (€, A ER, aX?> +bA+c #0)

q(z) =& sin(pz)e + &z sin(uxe”)

+ oo+ Epasin(pa) e

+ 1o cos(px)er® + nyx cos(px)er® (&, ni, N € R, p e R,

+ .o 4 1z cos(pz) e a(A +ip)? + b\ +ip) +c #£0)
Etape 1 : On trouve deux solutions linéairement indépendantes de ’équation homogéne &
I’aide du polynoéme caractéristie.
Soit p(A) = aA? 4 bA + c. En fonction des racines, on trouve y; et ys deux solutions
linéairement indépendantes de 1’équation homogene (voir remarque page .
Etape 2 : On trouve une solution particuliere de I’équation avec la méthode des coefficients
indéterminés.
On pose y, une fonction qui a la méme forme que ¢(z) :

yp(2) =ag + a1z + aox? + ... + apa” (; €R, ¢ #0)

yp(x) =0 sin(pz) + oz sin(px)
+ ... + " sin(ux)
+ Bo cos(ux) + Srx cos(ux)

+ oo + Bpa™ cos(ux) (cti, B i € R, alip)? + bip + ¢ # 0)
yp(x) =ape® + agze®

Y (i, A €R, aX? + b+ ¢ #0)
yp(x) =agsin(pz)e*® + agz sin(pze”)

+ oo + apz"sin(px)e

+ B cos(uw)e + Pra cos(pa)e (ai, Bi, A ER, peR

+ oo + Buz™ cos(px)e a(\+ip)? + b\ +ip) +c#0)

Et on injecte ceci dans I'équation ay, (x) + by, () + cyp(x) = q(x). On cherche ensuite les
a; et les B; pour que y, soit une solution de I’équation.
On construit finalement la solution générale en posant y = y, + Ci1y1 + Caypo.
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Exemple 1.46.
On reprend les mémes exemples que ci-dessus :

(7)

Soit 'EDO ¢ + 4/ — 2y = 3 — 222

Etape 1 : Polyndome caractéristique.

Le polynome caractéristique est A2 + A —2 = (A +2)(\ — 1), dont les racines sont —2
et 1. Ainsi, on a deux solutions linéairement indépendantes de I’équation homogene
en considérant

eac

y1(z)

yz(ﬂf) —2x.

e

Etape 2 : Coefficients indéterminés.
Pour choisir la forme de g, on choisit une ligne des différentes formes de ¢ données
dans la méthode page [34] et on choisit n. Ici, on prend la premiere ligne et
n=2:

q(z) = & + &11 + Soa”
avec g =3,&1 =0cet & = —2.
On cherche donc y, de la forme

yp(x) = ap + a1z + aox?.
On a alors

Yp(x) = + 200w
Yy (x) =20,
Et donc, pour que y, soit une solution de ’équation, on a besoin de
q(z) =3 — 272 = yg(x) + y;,(x) — 2yp(x)
=ag + a1 + 200x — 2(ap + a1z + 012562)
:(2a2 + a1 — 204[)) + (2042 — 2041)% + —20[2:]:'2.

En identifiant terme a terme, on arrive a

—2042:—2
2090 — 201 =0 :>a0:0,a1:1,a2:1.
209 + o — 209 = 3

Et donc, y,(z) = z + 22 et donc la solution générale de PEDO est
y(@) = yp(x) + Cryn(2) + Coya(a) = x + 2° + Cre” + Coe™ .

Soit ’EDO y” — 2y’ + 2y = €”.
Etape 1 : Polyndome caractéristique pour les solutions de I’équation homogene.
Le polynoéme caractéristique est

A2 — 2\ 42,

dont les racines sont



(i)

Ainsi, les deux solutions linéairement indépendantes sont

y1 () =eReUFD7 cog(Im(1 + )x) = €” cos(x)

Yo (x) =R+ gin(Im(1 + i)x) = e” sin(z).

Etape 2 : Coefficients indéterminés.
Ici ¢ a la forme donnée & la troisieme ligne de la méthode [I.45] page 34] avec n =0 :

q(z) = &eM,

avec {o = 1 et A = 1. On cherche donc y, de la forme

yp(x) = ape”.
On a alors,
Yp () = Yp(z) = yp(z) = age”.

Et donc, pour que y, soit une solution de I’équation, on a besoin

q(z) =e" =y, (x) — 2y, (x) + 2yp(2)

=ape” — 2ap€e” + 2ape” = age”.

En identifiant terme & terme, on trouve oy = 1 et donc y,(x) = €” est une solution
particuliere de I’équation.

On conclut que la solution générale est
y(x) = yp(x) + Cryi(z) + Coya(x) = e* + Cre” cos(x) + Cae” sin(x).

Soit 'EDO v + ¢ — 2y = xe®.
FEtape 1 : Polynome caractéristique.

Le polynome caractéristique est A2 + X —2 = (A +2)(A — 1), dont les racines sont —2
et 1. Ainsi, on a deux solutions linéairement indépendantes de I’équation homogene
en considérant

ex

y1(z)

ya(x) e 2",

Etape 2 : Coefficients indéterminés.
Ici ¢ a la forme donnée & la troisiéme ligne de la méthode [T.45] page [34] avec n =1 :

q(z) = e + Gaet

avec {o = 0, {4 = 1 et A = 1. On cherche donc y, de la forme
yp(x) = ape” + aqze”.

On a alors,

y;,(a:) =ape” + are” + ajze” = (ap + ag)e” + ajxe”

yg(x) =(ap + a1)e” + a1e” + ajze® = (ag + 2a1)e” + ajze”.
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Et donc, pour que y, soit une solution de ’équations, on a besoin

q(z) =we” =y, (x) + yp () — 2yp(x)
= ((ap + 2a1)e” + ajze®) + ((ap + a1)e” + agze®) — 2 (pe” + ajze®)

=3a€e”.

FEn identifiant terme a terme, on doit avoir
0=1
3041 =0

Comme dans la méthode des coefficients indéterminés pour les EDOs d’ordre 1, ici,
on doit d’abord modifier la combinaison linéaire avec laquelle on part pour y,. Le
probléme vient du fait quon a A =1 et A> + X — 2 = 0, ce qui entre en contradiction
avec ’hypothese dans la marge des différentes formes de ¢(x) données dans la méthode

[L.45] page 34l

Méthode 1.47 (Polynéme caractéristique + Coefficients indéterminés, cas ol ¢ ne res-
semble & y; ou ys).

Soit une EDO linéaire du deuxiéme ordre & coefficients constants ay” + by’ + cy = q(x),
avec a € R* et b,c € R.

Etape 1 : Polynome caractéristique.

Comme dans la méthode [T.45] page [34]

Etape 2 : Coefficients indéterminés.

On distingue 3 cas :

Cas 1 : b> —4dac > 0, yi(z) = eM?, yp = 2% avec \; # Ao et aX? + b\ +c=0.
Supposons que ¢ est de la forme

qui n’a pas de solution.

q(z) = e + Lae’ + L+ &M (& ER, A= A1 ou Ny

Alors, il faut d’abord modifier la combinaison linéaire avant de poser ¥, :

ap M taqgze™ 4 .+ apae™”
~—
=y1 ou y2
M—i— arze™ + ..+ anx”e)‘x—i—(ynﬂx’”l e

a1ze™ + ..+ e + ozn_,_la:"Jrle)‘I.

On choisit donc
yp(l') = 0611'6/\9C + ...+ Oznxne)‘x + an+1xn+1€)\x

qu’on injecte dans 1’équation et on trouve les o;; pour que y, soit une solution de I'équation.
Pour finir, on conclut que y = y, + Ciy1 + Cay2 est la solution générale de I’équation.
Cas 2 : b? —dac = 0, y1(z) = e, yo = 2™ avec al? + b\ + ¢ = 0.

Supposons que ¢ est de la forme

q(z) = Coe™ + E1ze™ 4 .+ e (& €R)
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Alors, il faut d’abord modifier la combinaison linéaire avant de poser ¥, :

ao e M +aq ze™ +agz?e™ + ..+ anae
S~— S~~~
=Y1 =Y2
1\ x
M+M+ asz?e™ + ..+ 04,1.7:"e/\gc—i—oc,,,,Jrlal;"+ M 4 (1,L+2;L’n+2€)\‘r

2 _Ax 1

2™ + .+ e + a1zt nt2eAe

e + oo

On choisit donc

yp(z) = e 4 .+ oz TN

qu’on injecte dans 1’équation et on trouve les o; pour que y, soit une solution de I'’équation.
Pour finir, on conclut que y = y, + C1y1 + Cayz est la solution générale de I'équation.
Cas 3 : b* — 4dac < 0, y1 = M sin(ux), yo = e cos(ux), avec p # 0 et a(A £ip)? + b(A +
in) +c=0.

Supposons que g est de la forme

q(z) =& sin(px) + ... + Ena"e™ cos(px)
+me cos(px) + ... + mua”e cos(ux) (& mi € R)

Alors, il faut d’abord modifier la combinaison linéaire avant de poser ¥, :

A A

aq e sin(px) +ajze
—_———
=y
+81 €M cos(px) +p1ze® cos(ux) + ... + Bpr"e® cos(ux)
—_———

=Y2

A

Tsin(px) + ... + apx” e cos(ux)+

!
o eisin(pz) + ayze sin(pz) + ... 4+ oz cos(px) + o
+B1eXeostiz) + frze cos(pux) + ... + Bna" e cos(ux) + 12" e cos(pr)
!
sin(pux) + a1 sin(px)

+B12 cos(px) + ... + Bpx"e™ cos(pux) + Bpyp1z" T e M cos(ux)

A

A ’n,+16/\:1;

sin(px)

A

e sin(pz) + ... + apaet

n+16)\:p

On choisit donc

yp(x) =aqze® sin(puz) + ... + apz™e  sin(pz) + oy 2" e sin(ux)

+ Brae cos(pux) + ... + Bux" e cos(px) 4 Bnp1x™ e cos(ux)
qu’on injecte dans 1’équation et on trouve les a; et 8; pour que y, soit une solution de

I’équation.
Pour finir, on conclut que y = y, + C1y1 + Cay2 est la solution générale de I’équation.

Remarque 1.48. (i) Remarquons que dans le cas 1 ci-dessus, A = 0 est possible (quand
¢ =0, A = 0 est une racine du polynéme carctéristique) et donc, ce cas englobe aussi
la situation ou ¢(x) a la forme

q(x) = & + &1z + 227 + ... + £

39



(également dans le cas 2, mais pour que 0 soit une racine double, ’équation est de la
forme ay” = q(x) qu’on peut résoudre par intégration directe)

De plus, dans le cas 3 ci-dessus, A = 0 est possible et donc, ce cas englobe aussi la
situation ou ¢(x) a la forme

q(z) =&psin(ux) + & sin(ux) + ... + o™ sin(px)
+ 1o cos(px) + ma cos(pux) + ... + Nz’ cos(pux)

(i) Pour savoir si on doit appliquer la méthode page [34] ou la méthode page
38} plutdt que de vérifier les hypothéses données en marge des différentes formes de

q(x) dans la méthode on regarde si une constante fois y; ou y2 est un terme
de la combinaison linéaire de base qu’on choisit pour y, dans la méthode @ On
supprime alors toutes les occurences de y; ou y2 et on ajoute autant de termes que
ce qu’on a supprimé en incrémentant la puissance de zx.

Exemple 1.49.

Soit 'EDO y" + ¢ — 2y = xe”.

Etape 1 : Polynome caractéristique.

Le polynome caractéristique est A2 + A — 2 = (A + 2)(\ — 1), dont les racines sont —2
et 1. Ainsi, on a deux solutions linéairement indépendantes de I’équation homogene en
considérant

Etape 2 : Coefficients indéterminés.
Ici ¢ a la forme donnée A la troisiéme ligne de la méthode page [34], avec n =1 :

q(z) = &eM + & aer”

avec §g =0, & = 1 et A = 1. Remarquons que y; apparait dans la combinaison linéaire de
¢(z). On commence donc par faire la transformation de la méthode page [38] :

ap €F +aqxe”
~—~
=y

!
age” + arze® + agr’e”
1

a1ze” + anr?

e”.
On pose donc
yp(x) = aqwe” + aga’e”.
Alors,
y;(m) =a1e” + a1ze” + 200z + anr’e” = are® + (a1 + 2a9)xe” + aoz’e”
y;,’(az) =a1e” + (a1 + 2a2)e” + (o + 2az)ze® + 2002€® + anx?e”

=201 + 2a2)e” + (a1 + dag)ze” + asz’e”
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Donc, pour que y, soit solution de ’EDO, on doit avoir que
q(z) =ze” =y, (z) + y,(z) — 2yp(2)
= ((2@1 + 2a9)e” + (g + dag)ze” + a2m2€z>
+ (alex + (a1 + 2a9)ze” + agxgex)
-2 (alxe’” + a2x26x>
= (201 + 203 + 1) €°
+ (a1 +4ag + a1 + 209 — 2a) xe®

+ (a2 + ag — 2a0) x2e”

= (3ag + 2a2) € 4 6agwe”

En identifiant terme & terme, on déduit

3aq + 200 =0 N _1 o __}
6a2 — 1 2 — 67 1 — 9
Et donc, y,(z) = —éxez + %:czex est une solution particuliere de I’équation. Pour finir,

1 1
y(x) = yp(x) + Cry1(x) + Coya(z) = *§xez + 8:626”“’ + C1e® + Coe™®

est la solution générale de 'EDO.

Proposition 1.50 (Principe de superposition).
Soit UEDO linéaire du deuzipme ordre a coefficients constants

ay” + by + cy = q1(z) + g2(z),

avec a € R* et b,c € R.
Siy1 est une solution de ayy +by| +cy1 = q1(x) et ya est une solution de ayy +byh+ cys =
q2(z), alors, y = y1 + y2 est une solution de

ay” +by' +cy = q(x) + qa().
Démonstration. On a

ay” + by + cy =a(yr + y2)" + b(y1 + y2) + cly1 + y2)
= ayy +byy + cy1 + ayy + byh + cya,

=q1 =q2

qui est le résultat voulu. O

Exemple 1.51. (7) Soit 'EDO 1y” + 2y = zsin(z) + cos(2z).

Etape 1 : Polynome caractéristique.

Le polyndme caractéristique est p(A) = A% 4+ 2 = 1(X — 2¢)(A + 2i), dont les racines

sont —2¢ et +2¢. Ainsi, on choisit les deux solution linéairement indépendantes de
I’équation homogéne



FEtape 2 : Coefficients indéterminés.
On a ¢q(z) = xsin(z) + cos(2zx), qui a deux partie de nature différente : z sin(x) et
cos(2x). On sépare donc le probleme en 2 et on résout séparément

1 .
53/1/7,71 +2yp1 =q1 (z) := xsin(x)

1
§y;’72(x) + 2yp,2 =qa2(z) := cos(2x).

Commencons par la premiere partie. La forme générale de ¢; est
q1(z) = &osin(z) + & sin(x) 4+ no cos(x) + 1 cos(x)
Vu que y1 et y2 n’apparaissent pas dans la combinaison linéaire, on choisit directement
Yp.1(z) = apsin(z) + aqz sin(z) + By cos(x) + Bix cos(x).

On a alors

Y1 (x) =g cos(z) 4 ay sin(x) + ayz cos(z) — fosin(z) + By cos(z) — frzsin(z)

=(aq — fo) sin(x) — frasin(z) + (oo + f1) cos(z) + aqx cos(x)
y;;l(x) =(a1 — Bp) cos(x) — Py sin(x) — Srx cos(x)

— (ao + p1) sin(z) + aq cos(z) — agz sin(x)
=(—ap — 2/1) sin(z) — aqxsin(x) + (2aq — Bp) cos(x) — frx cos(z).
Et donc, pour que yp, 1 soit une solution de ’'EDO, on doit avoir
. 1
q(z) =zsin(z) = 5451 (z) + 2pa ()
1
=3 ((—ag — 2B1) sin(z) — g sin(z) + (201 — Po) cos(z) — Prx cos(z))

+ 2 (ap sin(z) + aqz sin(x) + fo cos(z) + B1x cos(z))

= (gao - 51) sin(z) + gaw sin(z) + (Oél + Zﬁo) cos(x) + gﬁlxcos(x).

En identifiant terme a terme, on obtient

et donc 5 4
Yp,1(x) = zxsin(z) — = cos(x).
’ 3 9
Passons a la deuxieme équation. La forme générale de gy est

q2(1) = & sin(2x) + o cos(2).
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Vu que y; et yo apparaissent, on doit d’abord transformer la combinaison linéaire :

ap sin(2x) 4P cos(2z)
—— ———

=Y1 =Y2
1
Qo siat2T) 4oz sin(22) + Z)+/12 cos(2x)
1

ajzsin(2z) + B cos(2z)

On choisit donc
Yp2(z) = aqzsin(2x) + fra cos(2x).

On a alors
Yp2(x) =aq sin(2x) + 2012 cos(2x) + By cos(2z) — 24z sin(2x)
Yp2(x) =201 cos(2x) + 2ay cos(2z) — 4oz sin(2z)
— 2f; sin(2x) — 2 sin(2x) — 4512 cos(2x)
= — 46 sin(2x) — 4aqx sin(2x) + 4ay cos(2z) — 412 cos(2x)

Et donc, pour que y, 2 soit une solution de 'EDO, on doit avoir

() = cos(2r) = Lyffa(e) + o)
:% (=41 sin(2x) — 4oz sin(2x) + 4oy cos(2x) — 4512 cos(2x))
+ 2 (a1 sin(2x) + frx cos(2x))
= — 2f; sin(2x) + 2a; cos(2x)

En identifiant terme a terme, on obtient

=261 =0 1 _
{2a1:1 To=g A=0

On conclut que
.
Yp2(x) = 2% sin(2x).
Pour finir, la solution générale de 'EDO est
Y(x) =yp,1(x) + yp2(z) + Cry1(z) + Coya(x)

2 4 1
=37 sin(z) — 5 cos(x) + 2% sin(2z) + C sin(2z) 4+ Cs cos(2x).

1.5 Equivalence entre équation d’ordre quelconque et sys-
teme d’équations du premier ordre, théoréme d’existence

et résumé

Remarque 1.52 (Equivalence entre équation d’ordre quelconque et systeme du premier

ordre).
Remarquons que trouver une solution y: I — R de ’équation

ay” + by +cy=gq (1.52.1)
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est équivalent & trouver une solution u = (u1,uz): I — R? du systéme

u/1:u2 u1/ 1
o [ eu()ee o

uézé(q—bug—cul),

0 1 0
M = c b QZ(Q).

avec

a a
En effet, si y est une solution de (1.52.1)), en posant u = (u1,us) := (y,9’), on a

up =y = us
(©521) 1 1
uy =(y') = y" = - (q—by —cy) = —(q = buz — cur)

et donc u est une solution de ((1.52.2)).
Inversément, si u = (u1,us): I — R? est une solution de (1.52.2)), posant y := uj, on a

Yy =} = ug, donc uh =y" et

ay” + by’ + cy =auly + bug + cuy

@522 1
aa (¢ — bug — cuy) + bug + cuy = q,

et donc y est une solution de (|1.52.1)).

Plus généralement, une équation différentielle d’ordre n est toujours équivalente a un
systeme d’ordre 1 & n équations :

up—uz = 0
ub—ug = 0
E(ZB? y’ y’? "'7y(n)) = 0 @
Up g —tUn = 0
E($,U1,U,2,...,un—lyumu%) =0

Théoréme 1.53 (Théoréme d’existence et unicité locale de Picard).
Soit Q@ C R™ un ouvert, I =]a,b[C R un intervalle ouvert, borné, non-vide et une fonction
continue

f:IxQ—R"
(t,y) = f(t,y)

tel que f est locallement Lipschitzienne en y : Pour tout sous ensemble fermé, borné K C €}
et intervalle fermé borné J C I, il existe une constante v = v(J, K) telle que pour tout
teJ, Y1,Y2 € K,

|fty) — fFy2)l < vy — vel.-

Alors pour tout (to,yo) € I x Q,
Existence : il existe un intervalle fermé borné Iy C I tel que tg € int Iy et y € CI(IQ,R”)
tels que

y'(t) = f(t,yt)) Vtely
y(to) = Yo
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Unicité : de plus, si il existe J C I un intervalle fermé et j € C1(J,R") tels que to € int J

et
{ g'(t) = ft,9(t))
g(to) = yo

Vte J

alors, pour tout t € Iy N J, y(t) = ().

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos

Remarque 1.54 (Résumé des méthodes).

On regroupe les méthodes vues dans ce chapitre et leur caractéristiques. Notez que pas

toutes les EDOs du monde peuvent se résoudre avec une de ces méthodes.

(7)

EDOs d’ordre 1

’ Méthode

‘ Forme de I’équation ‘

Remarque

Séparation des variables

g(x) — f(y)y' =0

méthode surtout
utilisée quand aucune
autre fonctionne.

Facteur intégrant (|1.21)

Y +p(x)y = q(z)

L’équation doit étre
linéaire.

Séparation des variables
sur ’équation
homogene et variation
de la constante (]1_18D

Y +p(@)y = q(z)

L’équation doit étre
linéaire.

Séparation des variables
sur I’équation
homogene et coefficients

indéterminés (|1.26)
1.28)

Y +ay = q(z)

L’équation doit étre
linéaire et a coefficients
constants. De plus ¢(x)
doit avoir une des
formes décrites dans la
méthode page
Attention & adapter si
besoin en utilisant la

méthode [T.28] page [T7}

EDOs d’ordre 2

’ Méthode

Forme de I’équation ‘

Remarque

Polynoéme
caractéristique sur
I’équation homogene et
variation de la

constante (|1.39))

ay” + by’ + cy = q(x)

L’équation doit étre
linéaire a coefficients
constants.

Polynoéme
caractéristique sur
I’équation homogene et
coefficients

indéterminés (|1.45)
1.47)

ay” + by’ + cy = q(x)

L’équation doit étre
linéaire a coefficients
constants. De plus ¢(z)
doit avoir une des
formes décrites dans la
méthode page
Attention a adapter si
besoin en utilisant la

méthode [T.47], page [38]
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Chapitre 2

L’espace R"

2.1 Rappels et topologie

Rappel 2.1 (R" et sa structure).
Soit n € N*. L’espace R™ est défini par
R"=RxRx..xR.
—_——
n fois
On écrit de maniere générale pour x € R", x = (1, x2, ..., Tp).
Sin =1, R! =R est la droite réelle.
0 x

]
T T

On écrit simplement x pour un élément de R comme en analyse 1.

Si n =2, R? est le plan.

On écrit généralement (z,y) pour un élément générique de R? A la place de x = (z1, 2).

Attention de ne pas écrire z = (x,y).
Sin =3, R? est 'espace.
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T3

S o T = (1'1,1'2,1'3)

~

On écrit généralement (x, 7, z) pour un élément générique de R? & la place de = = (21, z2, 23).
Attention de ne pas écrire z = (x,y, 2).
Dans cet ouvrage, un élément quelconque de R™, noté x est par convention un vecteur
ligne :

T = (T1, .y Tp).
Dans le cas ol on veut les écrire sous forme de vecteur colonne (si on veut par exemple
multiplier le vecteur par une matrice carrée a gauche), on utilise la notation pour la

transposée
T

Tn

Structure de R-espace vectoriel :
Addition :

ete :R"xR" - R"
(m,y)*—ﬂr—l—yz (-rl_‘_ylv"'axn"*'yn)

Multiplication scalaire :

e :RxR"—R"
N z) = Az = (Ax1, .0y ATp).

Produit scalaire, norme et distance :
Produit scalaire euclidien :

(0,0) :R"xR" >R

n
(z,y) — (z,y) = Za:ly, =z1Y1 + - + Tnln.
i=1

Norme euclidienne :

lol R Ry

z =l =/ {z,2) =
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Distance euclidienne :
d: R" x R" — R,

n

(z,y) = d(z,y) = lz —yll = | (2 — :)?
=1

Proposition 2.2.
Propriétés du produit scalaire :
(i) (Définie positive) Vx € R™, (z,z) > 0 avec égalité si et seulement si x = 0.
(i) (Symétrie) Y,y € R", (z,y) = (y,z).
(iii) (Bilinéarité) Vr,y,z € R", a, B € R, (ax + fy, 2) = a(z,2) + B {y, 2).
Propriétés de la norme :
(iv) (Positivité) Vo € R", ||z|| > 0 avec égalité si et seulement si x = 0.
(v) (Homogénéité absolue) Yx € R™, X € R, |[Az| = |A| ||z
(vi) (Inégalité du triangle) Va,y € R™, ||z + y|| < |lz|| + ||ly||-
(vii) (Inégalité du triangle inverse) Var,y € R™, ||z — y|| > |l|z|| — |lyl/|-
(viii) (Identité du parallélogramme) Vz,y € R™, ||z +y|* + ||z — y||> = 2 ||||* + 2 [|y|°.
Propriétés de la distance :
(iz) (Positivité) Va,y € R™, d(xz,y) > 0 avec égalité si et seulement si x = y.
(z) (Symétrie) Y,y € R", d(z,y) = d(y, z).
(xi) (Inégalité du triangle) Vz,y,z € R™, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
(zii) (Inégalité du triangle inverse) Va,y,z € R", d(x, z) > |d(x,y) — d(y, 2)|.
Propriétés supplémentaires :
(xiti) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Vz,y € R™, [(z,y)| < |||/ ||yl
(ziv) Ve € R", 1 <i<mn, |z;| < |lz]| < Xy |zl

Démonstration. On a pour tout 1 <i <mn,

i—1 n n
|2 = /]2 < \l a2+ Y a2+ Y a2 < JZ |2i|? = ||
Jj=1 Jj=1

j=i+1

ou on a utilisé que les deux sommes qui apparaissent sont positives car sommes de termes

positifs.
De plus,
n 2 n n n n
(Z !fbi) = ( !%‘\) il | =2 lwilly]
i=1 i=1 j=1 i=1j=1
n 1—1 n n N
=20 | el D fwllagl + D Jwallayl | =D |l = [l
i=1 j=1 j=i+1 i=1

Pour finir, en prenant la racine, on arrive a

n
lefl < D faal,
i=1

ce qui montre le résultat de cette partie.
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Définition 2.3 (Boule).
Soit a = (ay,...,an) € R™ et r > 0. On définit

(7) la boule (ouverte) centrée en a de rayon r par

B(a,r) ={z € R" : d(z,a) <r}
={zeR" : ||z —a| <r}

:{x:(:cl,..., ) ER™ ZLTZ—CM <r }

(#) la boule fermée centrée en a de rayon r par

B(a,7) ={x € R" : d(z,a) <7}
={zeR" : |lx—a|] <r}

:{x:(azl,..., eR" : Z|xz—a,\ <r }

Définition 2.4 (Ouvert, fermé).
Soit £ C R™. On dit que
(i) E est ouvert si Vo € E, 3r > 0 tel que B(z,r) C E

(it) E est fermé si R™\E est ouvert.

Remarque 2.5. (i) Sin =1, la définition ci-dessus coincide avec la définition d’ensemble
ouvert vue en analyse I.

(i7) Si un ensemble n’est pas ouvert, ceci n’implique pas que l’ensemble est fermé et
vice-versa. De plus, si un ensemble est ouvert, ceci n’implique pas que ’ensemble
n’est pas fermé.

En effet, il existe des ensembles a la fois ouverts et fermés (R™ et () sont les seuls) et
des ensembles ni ouverts ni fermés (il en existe beaucoup!).

Exemple 2.6. (i) Les boules ouvertes sont ouvertes :
Soit a € R™, R > 0 quelconques et F = B(a, R). Montrons que FE est ouvert.
Soit © € E quelconque. Par hypothese, ceci implique que d(x,a) < R. Posons
r = R —d(z,a) > 0 et montrons que B(z,r) C B(a,R) =FE
Soit donc y € B(z,r) quelconque. C’est-a-dire, d(x,y) < r. Montrons que y € B(a, R),
c’est-a-dire d(a,y) < R. On a, par I'inégalité du triangle pour la distance,

d(a,y) <d(a,z)+d(z,y) < d(a,z) +r=d(a,x) + R—d(a,z) = R.

Vu que y est quelconque, on a le résultat.

(it) Les boules fermées sont fermées :
Soit @ € R, R > 0 quelconques et E = B(a,r). Alors,

R"NE =R"\{z € R" : d(a,z) <R} ={x € R" : d(a,z) > R}.

Montrons que F := {z € R" : d(a,z) > R} est ouvert.

Soit donc x € F quelconque. On a alors par définition d(a,x) > R. Posons r =
d(a,z) — R > 0 et montrons que B(x,r) C F. Soit donc y € B(z,r) quelconque
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(c’est-a-dire, d(x,y) < r) et montrons que y € F (c’est-a-dire d(y,a) > R). On a, par
I'inégalité du triangle inverse pour la distance,

d(y,a) = |d(z,y) — d(a, )| = d(a,z) — d(z,y)

> d(a,z) —r =d(a,z) — (d(a,x) — R) = R.

(77) L’ensemble E = {x = (z1,22) € R" : 29 < 1} est ouvert
Soit a = (a1,a2) € E quelconque. On a alors par définition ag < 1. Posons r =
1 —ag > 0, et montrons que B(a,r) C E. Soit donc x = (z1,z2) € B(a,r) quelconque
(c’est-a-dire, ||a — z|| < r). Montrons que x € E (c’est-a-dire zo < 1).
On a, en utilisant que |22 — az| < ||z — a| = d(z, a),

To=ay+x2 —az < as+ |va —az| <as+d(z,a) <ar+r=ar+1—ay =1,

ce qui montre que x € E. x étant quelconque, on a bien B(a,r) C E et a étant
quelconque, on a que E est ouvert.

(7v) Soit 'ensemble £ = {x € R™ : —1 < x; < 1}. Alors, E n’est ni ouvert ni fermé.

Commencons par montrer que F n’est pas ouvert. La négation de ouvert est

= (Ya € E, Ir > 0 tel que B(a,r) C E)

Jda € E tel que = (3r > 0 tel que B(a,r) C E)

Jda € E tel que Vr > 0, - (B(a,r) C E)

Jda € E tel que Vr >0, = (Vz € B(a,r) ona x € E)

Jda € E tel que Vr > 0, 3z € B(a,r) tel que - (z € E)

Ja € E tel que Vr >0, 3z € B(a,r) tel que z ¢ E

Jda € E tel que Vr >0, 3z € B(a,r) tel que = (-1 < z; < 1)
Jda € E tel que Vr > 0, 3z € B(a,r) tel que z; < —1 ou z1 > 1.

Soit @ = (—1,0). Alors, a € F, vu que a; = 1 vérifie —1 < a; < 1. Soit r > 0
quelconque. Posons x = (x1,2) = (=1 — %,0). Montrons que = € B(a,r) : On a

T 2 T
d(a,x)z\/le—all2+lx2—a2|2:\/‘—1—2—(—1) +|o-oy2:5 <

et donc, on a bien que x € B(a,r).
De plus, z ¢ E. En effet,

r
~—

V
o

On a donc bien que E n’est pas ouvert.

Pour montrer que E n’est pas fermé, on montre que
F:Rz\E: {x: (21, x2) eER? : ry<—loum > 1}

n’est pas ouvert. Les arguments sont tres similaires & ci-dessus, on choisit a = (1,0),
et 2 = (max (0,1 —%),0). On aura —1 < z; <1 et donc, z ¢ F.
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Remarque 2.7.
Lorsqu’on doit trouver le rayon r > 0 a choisir dans la définition pour montrer qu’un
ensemble est ouvert, sur un dessin, on cherche la plus petite distance entre 1’élément
quelconque de E qu’on a choisi et la frontiere de F.
Proposition 2.8. (i) Une union quelconque d’ouverts est ouverte.

(ii) Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

(iii) Une intersection quelconque de fermés est fermée.

(iv) Une union finie de fermés est fermée.
Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

Exemple 2.9. (i) Soit E = B((0,0),3) U B((2,0),2)

Alors, E est fermé comme union de deux fermés.

(i) Soit pour n > 1 Uintervalle I,, = {w eER : |z| < %} = ]—%, % [ Alors, chaque I,, est
ouvert, mais
+o0
I=(In={z€R : Vn, z €1}

n=1
1
:{xER 2 Vn, x| < ﬁ} = {0},
qui est fermé.

Remarque 2.10.
On regroupe dans cette remarque quelques principes pour déterminer "a l’'oeil" si un
ensemble est ouvert ou fermé.

(7) Pour un ensemble dans R?, on peut déterminer sur un dessin si un ensemble est ouvert
ou fermé. Par convention, on dessine la frontiére d’une région avec un trait plein
si celle-ci est dans I’ensemble, en traitillé si celle-ci n’est pas dans I’ensemble et on
hachure I'intérieur d’une région. On ajoute encore des petits cercles pour d’éventuels
points a enlever.
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Fermé Ouvert
B0} BO\D)

A

Y

Ni ouvert ni fermé Ouvert
{(z,y) eR? : y= f(x)} {(z,y) eR? : 0<z <2, y=f(z
Fermé Ouvert

Si sur le dessin de F, toute la frontiere fait partie de E (que des lignes pleines ou
des régions hachurées) F est fermé, si aucune partie de la frontiere ne fait partie de
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(i)

(iid)

(iv)

E (que des lignes traitillées, des cercles vides pour enlever des points ou des régions
hachurées) E est ouvert. Si certaines parties de la frontiere sont dans I'ensemble et
d’autres non, I’ensemble est ni ouvert ni fermé.

Pour un ensemble E C R" si il n’est pas de dimension pleine, E ne peut jamais étre
ouvert :

Dans R, les ensembles de dimension pleine sont les intervalles, les ensembles qui ne
sont pas de dimension pleine sont les points isolés.

Dans R?, les ensembles de dimension pleine sont les patatoides, les ensembles qui ne
sont pas de dimension pleine sont les courbes et les points.

Dans R3, les ensembles de dimension pleine sont les patatoides, les ensembles qui
ne sont pas de dimension pleine sont les surfaces (les ensembles sans épaisseur), les
courbes et les points.

Souvent si toutes les conditions qui définissent un ensemble sont des inégalités
(strictes) (<,>,#), alors ’ensemble est ouvert (voir remarque page [88| pour
exactement quand.)

Souvent si toutes les conditions qui définissent un ensemble sont des égalités ou des
inégalités larges) (<, >, =), alors 'ensemble est fermé (voir remarque , page
pour exactement quand.)

Définition 2.11 (Intérieur, bord, adhérence).
Soit E' un ensemble.

(7)

(i)

(iid)

(iv)

L’intérieur de de E noté int E ou E est 'ensemble défini par
int B ={zxek : Ir>0tel que B(z,r) C E}.
Le bord de E noté OF est 'ensemble défini par
OFE ={zx €eR" : Vr >0, B(z,r)NE # 0 et B(z,r) N[R"\E] # 0}
L’adhérence de E, notée adh E ou E est I’ensemble
E={zeR" : Vr>0, B(z,r)NE #0}.

Par convention, on a

inth=0, 90=0, 0=0

et
intR" =R", OR"=(, Rr=R"

Proposition 2.12.
Soit E C R™ un ensemble.
Alors,

(i) int E est ouvert, E, OF sont fermés.
(ii) (int E) N OFE = ().
(iii) int E C E C E.
(iv) int E = E\OE = E\OE.
(v) OF = E\int £
(vi) E=FEUJFE = (int E) UJE.

(vii) E est ouvert si et seulement si E = int E.
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(viii) E est fermé si et seulement si E = E.

wyan) €ER™ et R> 0. On a vu que B(a, R)
B(a, R) est fermé, donc B(a, R) = B(a, R).

Exemple 2.13. (i) Les boules. Soit a = (ay,
est ouvert donc, int B(a, R) = B(a, R) et
Intéressons nous a dB(a, R) et dB(a, R).

La partie qui nous intéresse est la frontiere de la région (la partie en rose dans la
figure ci-desus) qu’elle soit dans E ou non. Si on centre une boule sur la frontiére
quel que soit le rayon il y aura toujours une partie de la boule qui sera a I'extérieur
(en orange ci-dessous) et une partie a I'intérieur (en bleu ci-dessous)

~
N
N
N

\

\

\

\
\
\
\
|
|
|
1
1
1
1

/
Q

On voit donc que le bord est, dans les deux cas
dB(a,R) = 0B(a,R) = {z € R" : ||z —al = R}
On conclut de plus
B(a,R) =B(a,R) UJB(a, R)

—{z€R" : |z—a| <R}U{z €R" : ||z —a| = R}
={z €R" : ||z —a| < R} =B(a,R),

int B(a, R) =B(a, R)\0B(a, R)
={zeR" : ||lz—a| <R}\{zeR" : ||z—a| =R}
={z eR" : ||z —a| < R} = B(a, R).
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(it) Soit E = {ay,az,...,an} C R™ un ensemble de m points distincts dans R™. On note

a; = (am, veey aim).
Alors, OF = E :

|

Quel que soit le rayon aussi petit qu’on considére autour de chaque élément de FE,
le centre sera dans la boule mais parmis l'infinité d’éléments de la boule, certains
ne seront pas dans E. De plus, quelque soit le point qui n’est pas dans F, on peut
toujours trouver un rayon suffisamment petit pour que la boule ne contienne aucun

élément de FE.
Ainsi, E= FEUOE = FE et int E = E\OE = 0.
(i) Soit B = {(z,y) eR? : —1<z<1, -1<y<1}

\

7
\
7

~

~

AN

Alors, le bord de E est la région dessinée en rose sur la figure de gauche :

OFE ={(z,y) €R? : z=—1, -1 <y <1}
u{(x,y)e]R2 Cr=1, —1§y§1}
U{@y) eR? : -1<a<1, y=-1}
U{@y) eR? : —1<a<1, y=1}
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Ainsi, on déduit :
int E =E\OF = {(x,y) cR? . ~l<zx<l, —-1<y< 1}
E:EuaE:{(x,y)eR2 L —1<r<1, —1<y< 1}
Détails. (i) Montrons que
dB(a,R)) = 9dB(a,R) = {z € R" : |la — z|| = R}.

On commence par montrer que

{r eR" : |la—z| =R} C IB(a, R)

{zr eR" : |la—z| =R} C 9B(a, R)

Soit z € {x € R™ : |la — x| = R} quelconque. On doit montrer que pour tout r > 0,
et pour £ = B(a, R) ou E = B(a, R).

B(z,r)NE # 0 et B(xz,r) N [R"\E] # 0

Soit donc r > 0 quelconque. Sans perte de généralité, supposons que r < R. Posons
y=z+gp(x—a)et z=x— g5(r —a).

On a alors

d’ou, y,z € b(x,r). De plus,

Iy = all =z + @ - a) = o =] (14 55) - )|
:(1+2;> o —al =R+ 2 >R

Iz = all = o - 3~ a)—al = | (1= ) @ - a)
—|1- g5l —al < (1- 55 ) R=R-F <R




d'ol, y € E et z € R"\E. Ainsi,

y€ B(x,r)NE £
z € B(z,r) N [R™"\E] # 0.

Ceci montre bien

{zr eR" : |la—z| = R} C 9B(a,R)
{x eR" : |la—z| = R} C 9B(a, R)

Pour montrer 'inclusion inverse

0B(a,R) C {x € R" : |la—z|| = R}

0B(a,R) C {x € R" : |la—z|| = R}

on procede par contraposée; a la place de montrer que x € dB(a,R) = x €
{z € R" : |lz —a| =R}, on montre que z ¢ {xr €R" : ||z —al| =R} = = ¢
JdB(a,r).

Siz ¢ {x €eR" : ||z —al| = R}, alors ||z — a|]| # R on distingue deux cas :

Cas 1 : ||z — a|| < R. Montrons qu'il existe r > 0 tel que R"\[B(a, R)] N B(xz,r) = (.
Soit 7 = R — ||l — al| > 0. Alors, si y € B(z,r) est quelconque, on a

ly —all <z —all +lly —«]| <[z —al +7r =z —a] + R - [lz —al = R,

et donc y € B(a, R) et y ¢ R"\[B(a, R)].
Cas 2 : ||x — al]| > R. Montrons qu'il existe r > 0 tel que B(a, R) N B(xz,r) = (.
Soit r = ||z — al]| — R > 0. Alors, si y € B(z,r) est quelconque, on a

ly —all 2 [llz —all = ly — 2/l = |z — all = ly — 2] > [z —all = r
=[lz = all = (Il = all = R)) = R.

et donc y € R"\[B(a, R)] et y ¢ B(a, R).
Remarquons que exactement les mémes arguments fonctionnent pour B(a, R). Ainsi,
on a le résultat.

(ii1) Hyppocampéléphantocamelos

Remarque 2.14.
On propose ici quelques techniques pour trouver "a l'oeil" 'intérieur, le bord et ’adhérence
d’un ensemble.

(1) Dans R?, on utilise les mémes conventions qu’a la remarque m page
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B(0,7)\{0} B(0,7)\{0}

AN N

—

y

, > — ///*>
2
//‘_/

{(z,y) eR? : y= f(z)} {(z,y) eR? : 0<z <2, y=f(2)}

>

Alors, la partie hachurée est I'intérieur, les traits (traitillés ou non) les petits cercles
pour les points qu’on enleve forment le bord, et tout ce qu’on dessine est I’adhérence.

(77) Dans R3, la logique est la méme, mais c’est plus difficile de le voir. Si on identifie
notre ensemble a patate, la pelure est le bord. Les ensembles de dimension plus
petites qu’'on doit éventuellement enlever de notre ensemble (des courbes ou des
points) font également partie du bord.

(71) Souvent (on verra dans la partie du cours sur le théoréeme des fonctions implicites
exactement quand) si notre ensemble est de la forme

. _ n . fl((li) <ag, fz((l)) < ag, ,fk(a:) < ag,
b= {x = (@1, 2n) €RT 91(x) < b1, g2(x) < by, .oy giz) < by }’
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on a que le bord se décompose en k + [ parties :
fl(:1:> = ap, f2($) < ag, 7fk($) < A,
OF = =(x1,...,2,) € R" :
{"” (@1, 2 n) 1(x) < by, ga(x) < by, oy i) < by

_ no. Ji(®@) <ar, fo2) = as, . fo(@) < a,
U {1’ = (xlv 7‘7;”) cR" : gl(w‘) < bl7 92(‘7:) < bg,-.-, gl(x) < bl
U...

n . fi(@) <ai, fa(w) <ag, ..., fir(z) = ag,
) ERT ) < b, ga(@) < by gi(e) < by

filz) < a1, fo(x) < aqg, ..., fr(x) < ag,
g1(x) = b1, g2(x) < bay e, gi(w) < by

fi(z) < ai, fa(x) < ag, ..., fr(z) < ay,
g1(x) < b1, g2(x) = ba, ..., gi(x) <Yy

Uz = (x1,...

Uz =(x1,....,2,) €ER" :

Uz =(x1,....,x,) ER" :

—— ——
—_—— —— —— ——

u...

_ n . fl(aj) <ag, f2($) < a27"'afk(1:) < ag,
- {“”” = (i) € BT 00 @) < b, gale) < by ai(e) = by }

et donc, pour avoir U'intérieur, on transforme toutes les inégalités larges en inégalités
strictes (car lorsqu’il y a égalité, on est sur le bord) et pour avoir 'adhérence, on
transforme toutes les inégalités strictes en inégalités larges.

g1(z) < b1, ga(x) < bz, giz) <l

T _ _ n . fl('r) S ay, f2($) S a?v'“afk(x) S A,
E{”““ (@1, mn) €RT 27 ) < by, o) < Do, s 1(z) < }

int B = {.’B _ (-’El,---,xn) cR" - f1($) < ay, f2($) < ag,...,fk(l‘) < Uk, }

De plus, souvent (on verra dans la partie du cours sur le théoréme des fonctions
implicites exactement quand) si une condition du style h(x) = ¢ apparait dans la
définition de E, on a int E = (), et E = OF qui consiste juste a transformer toutes les
inégalités strictes dans la définition de E en inégalités larges.

Définition 2.15 (Ensemble borné).
Soit £ C R™ un ensemble non-vide. On dit que E est borné si AM > 0 tel que

Vr e E, ||z| < M.

Remarque 2.16. (i) E est borné si et seulement si IM > 0 tel que E C B(z, M).

(it) A Doeil, un ensemble est borné si, sur le dessin de l’ensemble il est possible de
dézoomer suffisamment pour avoir I’ensemble dans sa totalité.

2.2 Suites dans R"”

Définition 2.17 (Suite).

Une suite dans R™ est la donnée d’une fonction f: N — R" sauf qu’on écrit zj a la place
de f(k). Pour désigner une suite en entier, on écrit (zx)r>0 C R™ ou juste (zy).

Des fois, on fait commencer la suite a kg > 1 auquel cas, on écrit ()r>jq-
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Par convention, si x; est un élément d’une suite, on écrit
T = (xk‘,lv L2y veey Lhgy eeey xk,n) .
-eme

xy; désigne donc la "¢ composante du k°™° élément de la suite. Ainsi,

1 = (T1,1, 21,2, -, T1,n)

xo = (221,222, ..., T2.n)

Exemple 2.18. (i) z = (%, %), k>1.
— 1) _(1 1) _(1 1)
T = s L)y T2 = 279 T3 = 353 )

..’,1:'1

..213‘2
.1’3

.1'1

)
« I3

(idi) xp = (cos (%) sin (%)) E>1

x1 = (cos(1),sin(1)), zo = (COS (;) ,sin (;)) , T3 = (cos (;) ,sin (;)) ) e
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(i) x3 = (k, k), k > 0.

zo=(0,0), x1=(1,1), x2=(2,4), w3=(3,9),

L)

Lo

Définition 2.19 (Suite convergente, bornée).
Soit (x)k>0 C R™ une suite.

(7) Soit [ € R™. On dit que (zy)r>0 converge vers [ si
Ve >0, 3K € N, tel que Vk > K, d(zy,l) < e.
On appelle alors [ la limite de la suite (xy) et on note

lim z = L.
k—o00

(7) On dit que (xx) converge ou est convergente si
3l € R™ tel que Ve > 0, 3K € N, tel que Vk > K, d(zg,l) <e.

(7i) On dit que () diverge ou est divergente si elle n’est pas convergente.
(7v) On dit que (z1) est bornée si 3¢ > 0 tq Vk € N,

lex] < e

Théoréme 2.20 (Caractérisations des suites convergentes et bornées).
Partie 1 : Convergence.

Soit (z)k>0 C R™ une suite et | = (I1,...,1,) € R™. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) limg_ oo xx = L.

(11) V1 <@ <n, limp_oo Tpi = ;. (convergence composante par composante)
(7ii) limp_o0 ||z — || = 0. (convergence en norme)
Partie 2 : Bornes.
Sot (x)k>0 C R™ une suite. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(iv) (x) est bornée.
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(v) V1 <i<mn, (z1,;) CR est bornée.
(vi) (||xkl]) C R est bornée.

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos

Remarque 2.21.

Le théoréme nous indique que pour discuter convergence ou borne sur les suites, on peut
travailler composante par composante. Si chaque composante converge, la suite converge,
si chaque composante est bornée, la suite est bornée. Inversement, dés qu’'une composante
de la suite diverge, la suite diverge et dés qu’'une composante n’est pas bornée, la suite
n’est pas bornée.

Exemple 2.22.
On reprend les exemples précédents

(i) Soit z) = (%, %) Chaque composante converge, et donc () converge :

lim 2 = lim (2 2) = (1im 2, lim £ = (0,0)
oo T B\ k) T W kR k) T
Remarquons également que

1 1 2

2T i =0

lim ||z — (0,0)]] = lim
k—00 k—o00
(7) Soit zj = ((—1)’“, 1/k:) On a que la promiére composante de la suite, soit (—1)*
diverge et donc la suite diverge. Par contre, chaque composante est bornée (|(—1)¥| = 1
et |1/k| < 1) et donc la suite est bornée. Remarquons qu’on aurait aussi pu le voir

€1 norme :
1 1
(74| :\/(_1>2k+k:2:\/1+k2_>1

et donc (J|zg||) est une suite convergente et donc bornée et on conclut que (xy) est
bornée. Notons au passage que le fait que la limite limy_, ||zx|| existe n’implique
pas que la suite converge en général. Seulement si limg_, ||zx|| = 0 on peut conclure
que limy_, o xx = 0. C’est similaire a 'analyse 1 : pour (ai) C R limg_, |ag| existe
n’implique pas que la suite converge, mais si limy_,« |ax| = 0, alors, limy_, o ax, = 0.

(71) xp = (cos Z,sin %) Chaque composante de (zj) converge et donc (zj) converge :

. . 1\ _ /.. L1\
kl;ngoxk = khﬁ\rgo (cos 7 8in k:> = <klin;ocos E,khﬁngosm k:> = (1,0).

Remarquons également que

lim [z — (1,0)] = I L pem )| = L) i ]
e A | L bl 2 | e T el SR

1 2 1
:\/<lim cosk—1> + lim sin2%:\/02—|—0220.

k—o0 k—o0

Théoréme 2.23 (Propriétés de la limite).
Soient (xr)k>0, (Yr)k>0 C R™ des suites convergentes et o, B € R. Alors,
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(i) (zx) est bornée.

(it) limp_soo [|zg]| = [limp—o0 -
(i5i) limg_yoo g + Byr = alimy_ oo xp + Blimg_ o0 Y-
(1v) limpg oo (T, i) = (HUmg— o0 Tk, iMp—yo0 Yk ) -

(v) limg o0 d(Tr, yr) = d (liMg 00 Tp, limg o0 Yi)-
Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

Définition 2.24 (Suite de Cauchy).
Soit (zx)k>0 C R™. On dit que (x) est une suite de Cauchy si

Ve >0, IK € N tel que Vk,j > K, |z — zj|| < e.

Théoréeme 2.25.
Soit (x)k>0 C R™ une suite. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (xy) converge.

(ii) (xy) est de Cauchy.

(11t) ¥1 <i <n, (z5,;) CR est de Cauchy.
Définition 2.26 (Sous-suite).

Soit (x) C R™ une suite. Une sous-suite est la donnée d’une suite d’indices (k;);j>0 C N
tel que pour tout j, kj11 > kj;. La sous-suite est alors (zy;);>0 C (wk).

Remarque 2.27. (i) Attention de ne pas confondre sous-suite (z;);>0 C (zx) et suite
d’une composante (zj;)r>0 C R™.

(it) Attention que pour les sous-suites, on ne peut pas travailler composante par com-
posante sans étre prudent. Quand on considére une sous-suite (zx,)j>0 C (7), ceci
définit n sous-suites (xkﬂ) j>0, mais la donnée de n sous-suites, composantes par
composantes ne définit pas nécessairement une sous suite de (zy).

Par exemple si n = 2, si on considere (wx;1)j>0 C (k1) €t (x,;j 5)j>0 C (z,2) alors,

(xkj71,:c,~€j’2)j20 est une sous-suite de (z) seulement si k; = k;.

Exemple 2.28. (i) Soit zj = ((—1)’“, %), k> 1. Alors, si on pose kj = 27, on a

= (d)-(3)

Vu que les deux composantes convergent, (l’k]) C (z) converge et

1
lim zy, = <lim 1, lim ) = (1,0).

Jj—00 j—o0  j—0o0 ¥i
(i) Soit z = (cos (k%) ,sin (k5)), k> 0. On a

Trog — (1,0), xr1 = (O, 1

~—

y L2 = (_170)7 z3 = (0, _1)7 Ty = (1,0) =g, ...
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!
To =2Tg = ... ! \\x0:x4:x8:
& &
* *
\ 1
\ 1
\ /
\ /
\ /
N G
r3 = X7 =
Les deux suites des deux composantes sont alors
s . s
Tp1 =cos | k= Tpo =sin | k=
’ 2 ’ 2
0,1 T4,1 1,2 5,2
T1,1 3,1 T5,1 Z0,2 2,2 T4,2
21 3,2
(Tk,1) (zk,2)

Observons que pour la premiére composante, la sous-suite des termes impairs converge :
Si on pose kj = 25 + 1,

3 ™
Tk, 1 = T2j41,1 = COS ((23 + 1)2) =0,

et pour la deuxiéme composante, la sous-suite des termes pairs converge : Si on pose
k}j = 2],

. LT
Tp, 0 = T2j2 = sin (232) =0.
Si on met maintenant ces deux sous-suites ensemble pour former une suite de R?,

(I‘kﬁl, x%]_?l) = (0, 0),

ces éléments ne correspondent a aucun élément de la suite de base.
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1 =I5 = ...

T3 = T7 = ...

Comme dans R, la notion de sous-suite consiste a garder un nombre infini de points
de notre suite originelle, pas de composer une nouvelle suite en prenant la premiere
composante d’un élément de la suite et la deuxiéme composante d’un autre élément
de la suite.

Le probléme vient précisément du fait qu'ici, k; = 2j +1 # 25 = E:j.

A lopposé, si on commence par définir k:é =45+ 1, alors,

T = a4y = (cos ((4j + 1)727) sin <(4j + 1)7;)) —(0,1)

définit bien une sous-suite de (xy).

o = Tg = ... Ty = T4 =T = ...

T3 =2T7 =...

Et on récupére une sous-suite pour chaque composante (3 1) C (z1) et (2 o) C
3’ ’ 3’

(wn,2)-

Théoréme 2.29 (Propriétés des sous-suites).
Soit (x) C R™ une suite. Alors,

(i) (Bolzano-Weierstral) Si (zy) est bornée, I(w;) C (wx) une sous suite convergente.

(ii) La suite (xy) converge si et seulement si toutes les sous-suites de (xy) convergent

vers la méme limite.

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos ]
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Remarque 2.30.

La deuxiéme partie du théoréme est tres utile pour montrer qu’une suite diverge : On
extrait deux sous-suites qui convergent vers des limites différentes et on en déduit que la
suite en entier diverge.

Exemple 2.31.
Soit zy = (cos(k),sin(k)), k > 0.

ng,-_\ 1
' S
// .
// \\
/ \\
/ \
/
B y
. L %o
i *
\ 1
\ !
\ /
\ /
\ 7/
\\ 1'4 //
.\\ x5 -7
- etc

Alors, (zj) est bornée. Il y a deux facons de le voir : z3; = cos(k) € [—1,1] est bornée et
xy 2 = sin(k) € [—1,1] sont toutes deux bornées et donc, la suite en entier est bornée par
le théoreme page Une autre fagon de le voir est que

k]| = 27, + 275 = \/cos2(k) +sin?(k) =1

qui est bornée. A nouveau, par le méme théoréme, on a que la suite en entier est bornée.
Ainsi, par Bolzano-Weierstraf}, (x)) admet une sous-suite convergente. Fun fact : En réalité,
quel que soit le point sur le cercle trigonométrique, il existe une sous-suite de (xj) qui
converge vers ce point (on n’a pas les outils pour le montrer dans le cadre de ce cours).

Théoréme 2.32.

Soit E C R"™ un ensemble non-vide.

Alors, x € E si et seulement si, il existe une suite (xy)r>0 C R™ tel que
(Z) Vk, 2, € E

(ii) limg_yoo T = .
Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos ]

Exemple 2.33.

Soit E =la,b[C R et (x) C E une suite convergente. Alors, pour tout k, a < xj < b. De plus,
on a vu en analyse 1 qu’'un passage a la limite transforme les inégalités strictes en inégalités
larges. Donc, a < limg_,o 2 < b, ce qui est équivalent a limy_, oo zx € [a,b] = [a, b].

2.3 Fonctions de R dans R, courbes
Définition 2.34 (Limites, continuité, dérivée).

Soit D C R, zg €R, f: D = R™, f(z) = (f1(x),..., fm(x)).
Au voisinage de xq :
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(i) On dit que f est définie au voisinage de xo si 30 > 0 tel que |xg— 0, xo+I[\{zo} C D.

(i) Soit f € R™. Supposons que f est définie au visinage de xo. On dit que [ est la limite
de f en xq si

Ve > 0,30 > 0 tel que Vx €]zg — §, 20 + 6[\{zo}, ||f(z) =1 <e.

On note alors
lim f(z)=1.

T—T0

(#i1) Supposons que zg € D et f est définie au voisinage de . On dit que f est continue
en g si limg_., f(z) = f(x0), c’est-a-dire,

Ve > 0,30 > 0 tel que Vo €]xg — §, 20 + I[, [|f(z) — f(zo)] < e.

A gauche de x :
(v) On dit que f est définie a gauche de zo si 36 > 0 tel que |xg — &, xo[C D.

(v) Soit I € R™. Supposons que f est définie a gauche de xg. On dit que [ est la limite a
gauche en xq si

Ve >0, 36 > 0 tel que Yz €]zg — 9, zo[, || f(z) = | <e.

On note alors hmx—mg flz)=1.

(vi) Supposons que zp € D et que f est définie a gauche de z¢. On dit que f est continue
a gauche en xq si limx_m,a f(x) = f(x0).
A droite de x :
(vii) On dit que f est définie a droite de o si 36 > 0 tel que |zg, zo + 6[C D.

(viii) Soit | € R™. Supposons que f est définie & droite de xg. On dit que [ est la limite a
droite en xg si

Ve >0, 3§ > 0 tel que Vo €]z, x0 + 3], ||f(z) =] <e.

On note alors limr_mg f(z)=1.

(iz) Supposons que xg € D et que f est définie a droite de xg. On dit que f est continue
a droite en xq si hmxﬁajg f(x) = f(zo).
Sur un ensemble :

(z) Supposons que D est ouvert. On dit que f est continue si Vo € D, f est continue en
T.

(zi) Supposons que D = [a,b] avec a < b. On dit que f est continue si f est continue
a droite en a, a gauche en b et continue en tout point x €la,b[. On note alors
feC(a,b],R™).

(zii) Supposons que D = [a,b] avec a < b. On dit que f est continue si f est continue a
droite en a et continue en tout point x €]a,b[. On note alors f € C%([a, b[, R™).

(ziid) Supposons que D =|a, b] avec a < b. On dit que f est continue si f est continue &
gauche en b et continue en tout point x €]a,b[. On note alors f € C°(]a, b], R™).

(ziv) Supposons que D = [a, +00[. On dit que f est continue si f est continue a droite en
a et continue en tout point x €]a, +o0o[. On note alors f € C°([a, +oo[, R™).
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(zv) Supposons que D =] — 00, b]. On dit que f est continue si f est continue a gauche en
b et continue en tout point x €] — 0o, b[. On note alors f € C%(] — oo, b, R™]).

(zvi) Supposons que D est une union d’intervalles (différents d’intervalles du type [a, a])
deux a deux disjoints. On dit que f est continue si f est continue sur chaque intervalle
qui compose D. On note alors f € C°(D,R™).

Définition 2.35 (Dérivable, dérivée).
Soit D C R, zg € R, f: D = R™, f(z) = (fi(x), ..., fm(x)).

(7) Supposons que f est définie au voisinage de z¢. On dit que f est dérivable en zy si la

limite
f(xo+h) — f(zo0)

existe. On note alors

qu’on appelle la dérivée de f en xg.

(it) Supposons que zg € D et que f est définie & gauche de xy. On dit que f est dérivable
a gauche en xq si

lim © (f(zo + 1) — f(z0)

h—0— h

existe. On note alors cette limite f;(l‘o), qu’on appelle la dérivée a gauche de f en
ZQ-

(#i) Supposons que zg € D et que f est définie & droite de x¢. On dit que f est dérivable
a droite en xg si

lim L (f(zo+h) — f(z0))

h—0t h
existe. On note alors cette limite f}(x¢), qu'on appelle la dérivée a droite de f en xz.

(iv) Supposons que D = [a,b] avec a < b. On dit que f est dérivable si f est dérivable a
droite en a, & gauche en b et dérivable en tout point z €a, b[.

(v) Supposons que D = [a,b] avec a < b. On dit que f est dérivable si f est dérivable a
droite en a et dérivable en tout point z €]a, bl.

(vi) Supposons que D =l|a, b] avec a < b. On dit que f est dérivable si f est dérivable a
gauche en b et dérivable en tout point x €la, b].

(vii) Supposons que D = [a,+oo[. On dit que f est dérivable si f est dérivable a droite en
a et dérivable en tout point x €]a, +ool.

(viid) Supposons que D =] — oo, b]. On dit que f est dérivable si f est dérivable & gauche en
b et dérivable en tout point x €] — o0, b|.

(iz) Supposons que D est une union d’intervalles (différents d’intervalles du type [a, a])
deux a deux disjoints. On dit que f est dérivable si f est dérivable sur chaque
intervalle qui compose D.

Définition 2.36 (C¥).
Soit D une union d’intervalles (différents d’intervalles du type [a, a]) deux a deux disjoints
et f: D — R™,
(i) On note f € C1(D,R™) si f est dérivable et f' € C1(D,R™).
(#7) On note f € C?(D,R™) si f' € C'1(D,R™). On note la dérivée d’ordre 2 de f,
/" D — R™ par f"(z) = (") (2).
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(ii7) Plus généralement, pour k > 2, on note la dérivée d’ordre k de f par f (%) On note
f e Ck(D,R™) si fk=1) ¢ CY(D,R™), c’est-a-dire, toutes les dérivées d’ordre k ou
moins existent et sont continues.

Définition 2.37 (courbe, courbe réguliere).
Soit I C R un intervalle et f: I — R™.

(i) On dit que f est une courbe si f € C°(I,R™).

(#1) On dit que f est une courbe régulicre si f € C1(I,R™) et pour tout = € I, f'(x) # 0.
Théoreme 2.38.

Soit D CR, zg €R, f: D—=R™, f(z) = (fi(z),..., fm(x)) définie au voisinage de z¢ et
[ € R™. Alors,

(i) limg_,z, f(x) =1 si et seulement si V1 < i < n, limy_,,, fi(z) =1
(ii) Si g € D, f est continue en xy si et seulement si V1 < i < n, f; est continue en xg.

(iii) Sixzg € D, f est dérivable en xg si et seulement si V1 <i <n, f; est dérivable en xg.
De plus, on a alors f'(z6) = (f1(z0), - F4(x0))-
(iv) f € C*(D,R™) si et seulement si V1 < i < n, f; € C¥(D).

Définition 2.39 (Longueur).
Soit f € C([a,b],R™) une courbe. On définit la longueur de f par

b
L= [ 5wl

Remarque 2.40. (i)

(it) La longueur est en fait la longueur de 'image de f.

Exemple 2.41. (i) Soit f: [0,27] — R? définie par f(z) = (cos(z),sin(z)).

f

0 2w /- \
| Al
Domaine

Ensemble image

Alors, f est dérivable, f'(x) = (—sin(x), cos(z)). La longueur de la courbe est

L= /027f | f'(z)| dz = /027r = \/sinQ(a:) + cos?(z)dx = /027T ldr = 27

qui donne bien le périmétre d’un cercle de rayon 1.

(i) Soit f:[0,1] — R3 définie par f(z) = (m3,—%x2,3x>.
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Alors, f € C([0,1],R?) et
f(x) =(32%, —3v2z,3) = 3(2*, —V/2x,1)
I (2)|| =3V2t + 222 + 1 = 3(2® + 1)
et donc la longueur de f est

=1

1 1
L= [ 5@ de= [ 32 +de= [+ 3] =1
0 0 =0

(iii) Soit f: [0,4m] — R? définie par f(z) = (3cos(z), 3sin(x), £)

z

On a f € CL([0,4n],R3) et

1

fl(x) = (—3 sin(x), 3 cos(z), 47r>

1

1 ()] Z\/9sin2(:n) +9cos(z) + S \/9+ o

1672

et donc la longueur de f est

R S TZR PO s S ry
=/ x)||dx = ; 1672 T =4 62"
7

0



Définition 2.42 (Courbe, paramétrisation).

Soit un ensemble I' C R™. On dit que I" est une courbe si il existe a < b € R et une fonction
v € C°%[a, b],R™) telle que v([a,b]) = I'. On appelle alors v une paramétrisation de I'. De
plus,

(7) Si~y est injective sur ]a,b[, on dit que T" est une courbe simple.

(7) Si~y(a) =~(b), on dit que I' est une courbe fermée.

Remarque 2.43.
Généralement, il existe une infinité de paramétrisation d’une courbe.

Exemple 2.44. (i) Le graphe d’une fonction.

Soient a < b et f: [a,b] — R une fonction continue et soit I', son graphe :
P ={(z,9) R : w€ab], y=f()}.
Alors, la paramétrisation standard de T est 7: [a, b] — R? définie par
V() = (¢, f(1)).
(it) Un segment de droite. Soient a = (ay, ...,am),b = (b1, ...,by) € R™, et I', le segment
de droite qui relie ces deux points. Alors, la paramétrisation standard de I' est
v:[0,1] — R™ définie par

y({t)=a+t(b—a)=(t—1)a+tb.

(iii) Un cercle. Soient (z0,y0) € R%, R > 0 quelconques et I le cercle centré en (g, yo) de
rayon R :

I' = 0B((wo,y0), R) = {(x,y) ER? : (z—m0)*+(y—y)’ = RZ} :
Alors, la paramétrisation standard de T est «y: [0,27] — R? définie par

v(t) = (zo + Rcos(t), yo + Rsin(t))
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Chapitre 3

Limites de fonctions de R"” dans R

3.1 Introduction, exemples

Exemple 3.1. (i) Les champs scalaires (m = 1).
Un champ scalaire est une fonction d’un domaine D C R” dans R : f: D C R” — R.
Par exemple, D = B((0,0),1) = {(z,y) € R? : 22 +y?> <1} et f: D — R est définie
par
flz,y) = /1 — (22 +12).

Sin = 2, on a deux fagons de représenter la fonction : Avec son graphe (a gauche
co-dessous), ou avec sa heat map (a droite ci-dessous).

10+

0.0

a3

Dés que n > 3, on en peut plus vraiment bien représenter une fonction ; son graphe

est en dimension 4 et la heatmap demanderait de faire des coupes dans le domaine.
(it) Les champs vectoriels (m = n).

Un champ vectoriel est une fonction d’'un domaine D C R™ dans R : f: D C R" —

R™.

Par exemple, D =] — 1,3[x] — 1,3[ et f: D — R? est définie par

flx,y) = (zy? log(z + 1) + y).

Pour n = 2, on ne peut par représenter le graphe de f car c¢’est un sous-ensemble de
R*. On peut néanmoins représenter la fonction avec un champ de fleches : & chaque
point du domaine, on vient déposer un vecteur qui est l'image de ce point :
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Ici, les fleches donnent la direction de f(z,y) et la couleur donne la longueur de

f(z,y).

Dans R3, on peut faire la méme chose, mais si on n’est pas dans un environnement
3D ou on peut bouger les choses, ¢a n’aide pas beaucoup a comprendre les choses.

(#i) Tous le reste.
Par exemple, f: R?® — R® définie par

_ 24 .2 Y 2, .2, .4
f(a:,y,z)—(vx +y ,$+57m710g(33 +y +Z)7$)

Définition 3.2 (Fonction bornée).

Soit D C R™ non-vide et f: D — R™. On dit que f est bornée si M > 0 tel que pour tout

zeD, |f(z)] <M.

3.2 Limites de fonctions a plusieurs variables

Définition 3.3 (Définie au voisinage, limite).
Soit D C R", & = (%1, ..,.Zn) € R" et f: D — R™.

(7) On dit que f est définie au voisinage de & si 39

> 0 tel que B(z,0)\{z} C D.

(#) Supposons que f est définie au voisinage de Z et soit [ € R™. On dit que [ est la

limite de f en T si

Ve >0, 30 > 0 tel que Vo € B(z,0)\{Z}, ||f(z) 1] <e.

On note alors

[ = lim f(x).

T—T
Théoréme 3.4.

Soit D C R", & = (Z1,...,&n) € R", f: D = R™, f(x) = (fi(x),..., fm(x)) définie au
voisinage de T et I = (ly,...,lyy) € R™. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) limy_z f(x) =1
(ZZ) V1 S ) S m, limx‘)j fz(x) = li
(iii) pour toute suite (ar) C R™ telle que
ar € D\{z} et

on a

lim ap =%
k—00

lim f(ax) =1
k—o00
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(iv) pour toute courbe 7: [a,b] — R™ telle que
V(ab) C D\E} et lim A(t) =3
t—at

on a

lim f(7(t)) = 1.

t—at

Proposition 3.5 (Propriétés algébriques des limites de fonctions & plusieurs variables).
Soient D, E C R", & = (Z1,...,2n) € R", o, € R, et f: D —- R™, g: E — R™ définies au
voisinage de I et telles que les limites

lim f(z), lim g(x)

T—T T—T

existent.

Alors,
(i) Timgsz (2] = limas £(2)]1
(i7) limy_z (af (x) + Bg(x)) = alim,—z f(z) + Blimgy—z g(x).
(i) Timg s (f(2), 9(2)) = (g f(2),lim sz g(2).
(iv) lim,_z; d(f(x),g(x)) = d(limg,—z f(2),lim,—z g(x)).
(v) sim =1 etlimy_z g(z) #0,

. f(x)  limg; f(x)
@) T o(a)

Remarque 3.6.

Comme pour les suites et les fonctions de R — R™, on peut travailler composante par
composante pour déterminer la limite d’'une fonction. On va donc surtout développer des
techniques pour les limites de champs scalaires R" — R.

Exemple 3.7 (Le probléme des limites a plusieurs variables).
Soit f: R2\{(0,0)} — R définie par

zy
T,Y) = ———s
fl@y) = — e
et intéressons nous a la limite
lim  f(z,y).
(z,y)—(0,0) (@9)

Comment trouver cette limite ? Une idée (malheureusement naive) est de calculer une des
deux limites
lim lim f(x,y) lim lim f(z,y)

z—0y—0 y—0z—0
Or, ici, dans les deux cas,
lim lim f(z,y) = lim lim = lim 0 _
z—0 y—0 Y _x%OyHO x2 +y2 ;) +0 -
lim lim f(z,y) = lim lim ——2— = imL—
y—0x—0 Y _y%OIHO x2 +y2 - y—0 0—|—y2 N

On peut donc étre mené a penser que la limite de la fonction est 0 en (0, 0).
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Néanmoins, il n’y a pas de raison que nos deux variables tendent vers 0 'une apres l'autre.
Elles pourraient aussi tendre vers 0 en méme temps. Une autre idée est de calculer

t-t 11

li t,t) =1li = - =
tgr(l)f( 1) tl—%t2+t2 552 2
et on obtient un résultat différent.

Comme dans la caractérisation de la limite de fonctions par les suites en analyse I,
s’approcher de deux facons différentes de (0,0) et trouver des résultat différent veut dire

que la limite n’existe pas.
A

%

SN

Une prochaine idée serait de tester toutes les directions possibles :

lim £ (at, 1)

avec «, 3 € R pas tous deux nuls (on obtient ainsi toutes les droites d’équation fx —ay = 0
qui sont toutes les droites qui passent par 0) et si on obtient toujours la méme chose (i.e.
quelque chose d’indépendant de « et ) est-ce qu’on peut en déduire que la limite existe ?
Non, il est possible que toutes les directions donnent la méme chose mais que la limite
n’existe pas, car on obtient quelque chose de différent en suivant une trajectoire qui n’est
pas rectiligne.

~

1
N
/i/bd\

Par exemple, si f: R?\{(0,0)} — R est définie par
x>
22 +yt’

f(z,y) =
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alors, quels que soient «, 8 € R on a

afB*t3
li =lim ————.
150 flot, pt) 150 o262 4 Btd

Si a =0, alors 8 # 0 et on obtient 0. Sinon,

. . aB?t 0
}g%f(at,ﬁt) N }E}% a2+ /42 a4+0

0.

On obtient bien 0 dans toutes les directions. Par contre,

a nouveau, ceci veut dire que la limite n’existe pas.

Théoréme 3.8 (Criteére des deux gendarmes dans R").
Soit D C R", & = (tildexy,...,Z,) € R™, f: D — R définie au voisinage de T et l € R.
Alors

lim f(z) =1

Tr—T
si et seulement si 30 > 0 et ¢: |0,5[— R tel que
(1) limy_o+ ¢(r) = 0,
(ii) Vo € B(%,0), |f(z) — 1] < ¢(llz — z[]).

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

3.3 Limites de fonctions a 2 variables

Théoréme 3.9 (Critere des deux gendarmes en coordonnées polaires).
Soit D C R?, (z,7) € R?, f: D — R définie au voisinage de (&,7) et € R.
Alors,

lim z,y) =1
(x:y)ﬁ(fng)f( v)

si et seulement si 30 > 0 et ¢: |0,5[— R tel que
() lim, o+ ¥ (r) =0
(ii) V0 € [0,27], |f(Z+ rcos@, g+ rsinf) — 1| <(r)

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

Méthode 3.10 (Discussion des limites de fonctions).
On considére D C R?, (7,9) € R? et f: D — R définie au voisinage de (%, ) et on discute
si la limite

lim  f(x,y)

(z.y)—(2,9)
existe et ce qu’elle vaut le cas échéant.

Etape 1 : Test des directions.
On fixe 0 € [0, 27| et on calcule

lim f(Z 4 rcosf,y+ rsinf).

r—0t
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Si cette limite n’existe pas, la limite lim, ) (z,9) f(x,y) n’existe pas.
Si la limite existe, mais dépend de 6, la limite lim(, ),z g f(2, y) n’existe pas (on peut
choisir deux 6; # 2 qui donnent des résultats différents, poser v (t) = (Z + tcosfy, 7 +
tsinfy) et yao(t) = (& + tcosbe,§ + tsinby) pour t € [0,1] et appliquer le théoréme
page [73])
Si la limite existe, et est indépendante de 8, on 'appelle [ et c’est notre candidat a étre la
limite. (On ne peut pas encore conclure que c’est la limite!) On passe a ’étape 2.
Etape 2 : Critére des deux gendarmes.
On estime

|f(Z +7cosl,g+rsind) —1|

par une fonction indépendante de 6, ¥ (r) et telle que lim,_,g+ ¥ (r) = 0.
Si on trouve une telle fonction v, alors

lim  f(x,y) =1

(z,y)—(2,9)

Si on n’arrive pas a trouver cette fonction ¢, on passe a I’étape 3.
FEtape 8 : Trouver une fagon de s’approcher de (&, %) qui donnent un résultat différent de [.
Essayer de trouver une courbe v: [a,b] — R? telle que v(]a, b]) € B\{(Z,9)} et

lim f(y(t) #1.

t—a™t

Si on trouve une telle courbe =, alors la limite

lim  f(x,y)

(z,y)—(Z.9)

n’existe pas.
Si on n’arrive pas a trouver cette courbe -, on retente 1’étape 2.

Exemple 3.11. (i) Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par
fla) =acos (515
x,Yy) = T cos .
Discutons la limite

lim z,Y).
(z,y)—(0,0) fe:y)

FEtape 1 : Test des directions.
On calcule

1
lim f(rcos@,rsinf) = lim rcos @ cos
r—0+ ut ) r—0+ (7"2 cos? 6 + r? sin? 9)

. 1
= lim 7 cos — cosf
r—0+ r
=0 ~—_——
—1<..<1

=0-cosf = 0.

Ainsi, [ = 0 est indépendant de 6.
Etape 2 : Critere.
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|f(rcos@,rsind) — 1| =

1
rcos 0 cos <T2 cos? 0 + r? sin? 0) - 0’
1
=r |cos 0| |cos (2)
N—— r
<1

I
T COS <2)‘ — 0.
T

, on a bien

<

En posant ¢ (r) = ‘7’ cos (%2)

lim ¢(r) =0

r—0+

et V6 € [0, 27],
|f(rcosB,rsinf) — 1| < p(r).

Ainsi, le critére est vérifié et

lim z,y) = 0.
(ff,y)—>(0,0)f( v)

(i) Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par

2||
x,y) =
F@9) = e 1 2
Discutons la limite
lim z,y).
(z,y)—(0,0) fey)
Etape 1 : Test des directions. On calcule
2r| cos 6|
li cosf,rsinf) = li
vt fr rsind) r0+ 12 cos2 0 + 7| cos @] + r2sin? 6
B 2r| cos 0|
50+ 72 + 7| cos )|
2| cos 6|

= lim —————
r—0+ 1 + | cos 0|

_J 0 sicosf=0
] 2 sicosf#0

Ainsi, si on choisit §; =0 et 6 = 5, on a

r—0t

lim f(rcosfy,rsinf;) =2
(

lim f(r cosfz,rsinfy) =0,
r—0+

et donc la limite lim,_,o+ f(x,y) n’existe pas.
Théoréme 3.12 (Critere des deux gendarmes en coordonnées elliptiques).
Soit a,b >0, D C R?, (%,9) € R?, f: D — R définie au voisinage de (Z,7) et | € R.

Alors,

lim z,y) =1
(I:y)ﬁ(iaﬂ)f( v)

si et seulement st 39 > 0 et 1: ]0,5[— R tel que
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(i) lim, o+ 9p(r) =0
(ii) V0 € [0,27], |f(Z + arcos,y+ brsinf) — 1| < (r)

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos ]

Théoréme 3.13 (Critere des deux gendarmes en coordonnées cartésiennes).
Soit D C R?, (%,9) € R%, f: D — R définie au voisinage de (&,7) et l € R.
Si36>0 et p: )T —0,%+ 0[— R tel que

(i) limg_z p(z) =0

(i) ¥(x,y) € B((%,9),9), |f(z,y) =] < ¢(z).

Alors,
lim  f(z,y) =1.
(2.9)~(@9) (®9)
Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos ]

Théoréme 3.14 (Critére des deux gendarmes en coordonnées cartésiennes, bis).
Soit D C R?, (%,9) € R%, f: D — R définie au voisinage de (&,7) etl € R.
Si36>0 et p:|g—06,5+0[— R tel que

(i) lim, 5 o(y) = 0

(ii) ¥(x,y) € B((Z,9),0), [f(z,y) 1] < o(y).

Alors,
lim  f(z,y) =1.
(z.y)—(2,9) (z:9)
Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

Remarque 3.15. (i) Les critéres des deux gendarmes en coordonnées polaires ou ellip-
tiques sont équivalents a ’existence de la limite. Ainsi, si la limite existe, la fonction
1 doit exister.
Par contre, pour les critéres en coordonnées carthésiennes, il existe des fonctions pour
lesquels la limite existe, mais il est impossible de trouver une fonction ¢ qui vérifie
toutes les hypotheses.

(i) Le critere des deux gendarmes en coordonnées elliptiques est surtout utile lorsqu’on

N . P . lque ch
a affaire a des fonctions dont le dénominateur ressemble & — (EHZ?;_?% (();e ik
a2\ A

Dans cette situation, la méthode page [76] s’adapte simplement en remplacant
toutes les occurrences de f(Z + rcos,y + rsinf) par f(Z + arcos6,y + brsin@). et

Exemple 3.16. (i) Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par

3 — ay

\/2x2+%'

lim z,Y).
(z,y)—(0,0) f@y)

f(xay) =

Discutons la limite

Au vu de la forme du dénominateur (x et y a la puissance 2 mais avec des facteurs
constants devant) on passe en coordonnées elliptiques :

1
<ﬁr cos f, 2r sin 0) .
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FEtape 1 : Test des directions.

On calcule
1 2\[7" 3cos? 0 — v/2r? cosfsin 6
lim f (7“ cos 6, 2r sin 9) = lim
r=0t " \v/2 r—0+ \/277"2 cos? 0 + +4r2sin? 0
3
3 cos® @ — /2r2 cos 0 sin 0
= lim 2\[
r—0t r

1
= lim r2 cos® 6 — v/2r cosOsinf = 0.
r—0+ 24/2

Etape 2 : Critere.
On a

1 1
‘f <\/§rcosﬂ,2rsin9) — l‘ = ‘mﬁcos?’ﬁ— V2r cos 0 sin 6

1
§2\/§r2 ‘cos?’O’ +v/2r |cos 0] |sin 4
<1 =1 =l
—— +V2r = 0.

_2\[

+ /2, on a bien

Choisissant donc 9 (r) = 5 f

lim_4(r) =

r—0+

‘f( 7 cos 6 2rs1n9>—l’§¢(r).
Ainsi, le critere (en coordonnées elliptiques) est vérifié et

lim z,y) = 0.
(ﬂﬁay)—>(070)f( v)

(1) Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par

2

ozt -y
f(x,y) = 922 T2
Discutons la limite
lim r,y).
(z,9)—(0,0) f@y)

Au vu du dénominateur, on passe en coordonnées elliptiques.
1 .
gr cosf,rsinf | .

FEtape 1 : Test des directions.
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On calcule

1,2 .2 1,.2 .
. grecos®f — grecosfsinf
lim f rcos@ rsinf ) = lim

r—0+t r—0+ r2
1 9 .
= lim —cos“0 — = cosfsin6
r—0t+ 9 3

1 1
=08’ 0 — = cosfsin 6.
9 3

Cette limite dépend de 0 : si 01 = 0 et o = 7, alors,

1

lim f < rcosfy,rsin 91> =—

r—0+ 9

lim f ( 7 cos o, r sin 02) =0,

r—0t
et donc la limite

lim T,
(z,y)—(0,0) fz.9)
n’existe pas.
Exemple 3.17. (i) Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par
x
fla,y) = ;
8 + cos (W)
Discutons la limite
lim xz,y).
(z,y)—(0,0) fz-9)
On utilise les coordonnées polaires.
Etape 1 : Test des directions
On calcule
. 7 Ccos
lim f(rcosf,rsinf) = lim n
r0t 07 8 4 cos (r3 (cos3 f—sin? 9))

R 1
Remarquons a ce stade que vu que cos(...) > —1, on a 8 + cos (m) >T.
Ainsi, vu que le numérateur tend vers 0, on a que

lim f(rcosf,rsinf) =0,

r—0t

qui ne dépend pas de 8 et donc on choisit | = 0.

Etape 2 : Critere.

On a

7| cos 6| 1 .3

1 =77
8 + cos (7"3 (cos3 f—sin® 0))

|f(rcosf,rsinf) —I| =

Choisissant donc 9(r) = %r?’, 1 vérifie les hypotheses du critére des deux gendarmes
et on a bien que

lim z,y) = 0.
(x,y)H(O,O)f( v)
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(i)

Remarquons au passage que cette fonction est I’exemple parfait d’une fonction pour
laquelle le critére des deux gendarmes en coordonnées cartésiennes fonctionne bien.

On a
Ed

Choisissant p(z) = @, on a le résultat voulu.

Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par

2
_ Yy
f(x7y>_ m2+y4'

Discutons la limite

lim T,y).
(z,y)—(0,0) fz-9)

Passons en coordonnées polaires.
Etape 1 : Test des directions.

On calcule

r3 cos? fsin

lim f(rcos@,rsinf) = lim -
r—0+ ( ’ ) r—0+ 12 cos? 6 + risin? 6

r cos? 6 sin

= lim
r—0+ cos? § + 12 sin* 0

Si cosf = 0, la limite donne 0 (le numérateur est nul). Si cosf # 0, on obtient
ﬁ = 0. Ainsi, on a

T1_1>1(1;1+f(r cosf,rsinf) =0,

et on choisit [ = 0.
Etape 2 : Critere.
On a

. 7 cos? 6| sin 6|
|f(rcos@,rsinfd) — || =020 12510

On commence par estimer le dénominateur par le bas : Généralement dans ce genre de
situation on utilise que r2sin* @ > 0. En effet, cette estimation est plus fine qu’utiliser
cos?f > 0. Vu que r — 0, on a r?sin* @ — 0 et donc, si r est proche de 0, 'erreur
qu’on introduit en utilisant 72 sin® @ > 0 est petite. Tandis que si § = 0, par exemple,
Perreur qu’on introduit en utilisant cos® @ > 0, on introduit une erreur de taille 1.

Ainsi, on a

, 7 cos? 6] sin 6|
|f(rcos@,rsind) — | =020 £ 25k 0

7 cos? 6| sin 6| )
————— =r|sinf| <r.

cos2 6

Prenant ¢ (r) = r, on a que le critére est vérifié et

lim z,y) = 0.
(x,y)—>(070)f( v)
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(4i7) Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par

2
_ vy
f(x,y) - 1,2 +y4'
Discutons la limite
lim z,Y).
(z,9)—(0,0) J(@y)

Passons en coordonnées polaires.
Etape 1 : Test des directions.
On calcule

r3 cosfsin2 6

lim f(rcosf,rsinf) = lim
r—0+ u ’ ) r—0+ 12 cos? 6 + rtsint 6

r cos 0 sin? 6
im .
r—0+ cos? 0 + r2sin* 0

Si cosf = 0, la limite donne 0 (le numérateur est nul). Si cosf # 0, on obtient
LQQ = 0. Ainsi, on a
COS
lim f(rcosf,rsinf) =0,
r—0+
et on choisit [ = 0.
Etape 2 : Critere.

On a

7| cos 6| sin? 6
cos? § + r2sin 0
7| cos 6] sin? 6

|f(rcosf,rsinf) — 1| =

cos2 6
_rsin2 0
| cosf]’

ol on a utilisé la méme estimation cos? § + r2sin? 6 > cos? § qu’au point précédent.

o : in2 .
Probléme ici : I’expression en 0, |Ségs g‘ n’est pas bornée.

Si on utilise une autre estimation au dénominateur : cos? 8 + r2sin* 6 > 2 sin* 6, on

arrive a

6
|f(rcosf,rsinf) —1| < | cos 6]

rsin?6’

5 . .. . 5 . |COS 0‘ 5
or expression ici est encore pire. Non seulement l'expression en 6, =7 n’est pas
bornée, mais en plus, si cos@ # 0, on a une expression en r~! qui tend vers l'infini

au lieu de tendre vers 0.

Etape 3 : Trouver une facon de s’approcher de (0,0) qui donne un résultat différent.
Quand on a un dénominateur avec des puisssances différentes sur x et y, un bonne
chose est de commencer par essayer de s’approcher de (0,0) en suivant une courbe
de la forme (t¢, 8 ) et de choisir a et 8 de telle sorte que la partie en x et en y ont
la méme puissance au dénominateur. Par exemple, ici, on veut que la puissance de
z? = t2* soit la méme que y* = t*%. Ainsi, choisir 8 = 1 et & = 2, on aura que
2a =40 = 4. On a alors,

lim f(t2,t) = li a !

im =lim —— = —.

t=0 ’ i—0td 4+t 2

On obtient quelque chose de différent qu’au test des directions et donc la limite
n’existe pas.
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3.4 Techniques avancées pour les limites de fonctions a 2
variables

Proposition 3.18 (Utiliser les DLs pour trouver les bonnes estimations).
Soit k >0, et f € CH1(R) et 9 € R. On note

Er0) (g
@) =Y fj(,% o)t
=T

le polynome de Taylor d’ordre k de f. Alors, il existe § > 0 et C > 0 tels que pour tous
x €lxg — 0,10 + 0,
|f(2) = pe(2)] < Cla — ol

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

Exemple 3.19.
Soit f: R?\{(0,0)} — R définie par

3
1—¢*
f(z,y) = PN
Discutons la limite
lim T,Y).
mwemmf(’w
Etape 1 : Test des directions.
On a
1— er3 cos3 6
lim f(rcosf,rsinf) = lim
r—0t f( ) r—0t+ r2
BH. .. —37“2 C083 961'5 cos3 0
=" lim
r—0t+ 2r

. 3 3. .3
= lim —>rcos® e "0 =

)
r—0t

ou on a utilisé la regle de Bernoulli-L’Hospital pour les fonctions r — 1 — er’eos® O ot oy 2,
Ainsi, on choisit [ = 0.

Etape 2 : Critére.

On a

‘1 _ er3 cos? 0

|f(rcos@,rsinf) — 1| = 3

Il nous faut estimer ceci de fagon indépendante de . Le probleme vien de cos @ qui est
dans I’exponentielle. On peut, en utilisant la monotonie de I’exponentielle et le fait que
r > 0 et cosf <1 pour avoir

3 cos3 3 cogd
1—¢" cos” 0 — 7 cos 6—1§€r -1,

et on s’est débarrassé de §. Une autre fagon de faire, qui fonctionne mieux en général est
de constater que 1 est le DL d’ordre 0 et e®. Ainsi, par la proposition page on a
qu’il existe une constante C' > 0 telle que

11— e*| < Clzl.
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Ainsi,

3 30
|f(rcos@,rsinf) — S%QOS‘ = Cr|cos® 6| < Cr.
r ——
<1

Choisissant ¢(r) = Cr, on a le résultat.

Proposition 3.20 (Bernoulli-L’Hospital dans le test des directions et le critere).
Soient R > 0, I € R, pp,qp: |0, R[— R deux fonctions dérivables qui dépendent d’un
parametre 6. Supposons que :

(i) Pour tout r €]0, R[, et pour tout § qp(r) # 0 et gp(r) # 0

(i) lim, o+ po(r) = lim, o+ go(r) =0
(iii) 1l existe ¥: |0, R[— R indépendante de 0 telle que lim,_,o+ W(r) = 0 et pour tout
r €]0, R[ et tout 0,

/

Py(r) 1
qp(r)

<¥(r)

Alors, il existe ©: ]0, R[— R indépendante de 0 telle que lim,_,o+ (r) = 0 et pour tout
r €]0, R] et tout 0,

po(r)
q0(r)

—z‘ < (r)

Démonstration. Etape 1 : On construit 1: 10, R[— R croissante, qui vérifie les mémes
hypotheses que ¥ dans 1’énoncé.
Soit : ]0, R[— R définie par

P(r) =sup{¥(t) : t€]o,r]}.

Cette nouvelle fonction v est indépendante de 6, croissante (par monotonie du suprémum)
et vu que ¥(r) € {¥(t) : t €]0,r]}, on a

Pe(r) < W(r) < o(r).

Il nous reste a montrer que lim,_,q+ ¥ (r) = 0.
Soit donc € > 0. Par définition de lim,_,o+ ¥(r) = 0, il existe § > 0 tel que pour tout
r €]0,6[, 0 < ¥(r) <e.
Soit r €]0, §] quelconque. Alors, pour tout ¢ €]0,7], on a t €]0,6] et donc ¥(¢) <e. On a
donc

0<u(r)=sup{¥(t) : t€0,r]} <e,

qui est le résultat voulu.
Etape 2 : Conclusion.
Définissons pg, Go: [0, R] — R par

Fo(r) = { po(r) sir>0 Go(r) = { qo(T) sir>0
0 sir=0

qui sont des fonctions continues sur [0, R[ et dérivables sur |0, R].
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Soit r € [0, R[ et # quelconques. Vu que py et Gy sont continues sur [0, 7] et dérivables sur
10, 7], on a par le théorémes des accroissements finis généralisé qu’il existe ¢, g €0, r[ tel que

po(r) _ po(r) =0 _ po(r) —Po(0) _ Py(tre) _ Py(tre)
o(tro

ao(r)  qo(r)—0  Go(r) —Go(0)  qh(tre)  dh(tre)

Ainsi,

po(r)
qa(r) _l’

qui est le résultat voulu.

= p,9<tr,9) o ’
N qé(tr,e) l‘_w(tr,e) < ¢(7’),

0

Remarque 3.21. (i) L’idée de cette proposition est que si on est dans la situation ou
f(rcos@,rsinf) = ;;Z—E:; et qu’on utilise la regle de Bernoulli-L’Hospital pour calculer
la limite quand r — 0 alors on peut appliquer le critére des deux gendarmes a ce
qu’on a aprés avoir fait B.H.

Attention néanmoins que comme pour B.H. dans R ceci ne fonctionne que si la

conclusion est que la limite existe.
(it) Au vu de la démonstration, on de plus que si ¥ est croissante, alors ¢y = U fait
Paffaire.

Exemple 3.22.
Soit f: R2\{(0,0)} définie par

B x? + log(1 4+ y2)

Discutons la limite
lim z,Y).
(z,9)—(0,0) fzy)

Etape 1 : Test des directions.
On a

. . . 12cos? 6 + log(1 + r?sin? §)
lim f(rcosf,rsinf) = lim
r—0t r—0t r
2 2r sin2 0
Bé{. 2r cos® 0 + 14+r2sin% 0

1

2r sin?
) I
reosTU 4 14+ 7r2sin? 60

On choisit donc | = 0.
Etape 2 : Critere.
On utilise le critére, mais pour le rapport aprés avoir utilisé B.H. ci-dessus :

2rsin2 6 1

2 _ ol = 2 .2
27 cos 9+71+rzsin29 0 27“co<819+71+T28in262rsn<119
_ %/_/ _
<1

<4r.

Prenant ¥(r) = 4r, les hypothéses de la proposition page sont vérifiées pour
po(r) = r2cos? 0 + log(1 + 72 sin? ) et gy(r) = r, et donc le critére est vérifié.
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Chapitre 4

Fonctions continues, dérivées
partielles, fonctions différentiables

4.1 Fonctions Continues

Définition 4.1 (Fonction continue).
Soit D C R™, f: D — R™,
(i) Si & € D et f est définie au voisinage de Z, on dit que f est continue en I si
lim,z f(z) = f(Z), ou de fagon équivalente,

Ve >0, 36 > 0 tel que Vo € B(Z,9), |[f(z) — f(Z)| <e

(#) Si D est ouvert, on dit que f est continue si V& € D, f est continue en Z. On note
alors f € CY(D).

Remarque 4.2.
En utilisant le théoreme page on a qu'une fonction f = (fi,..., f,) est continue en
T si et seulement si chaque composante f; est continue.

Proposition 4.3 (Propriétés algébriques de la continuité).
Soit D CR", &€ D, f,g: D— R™ continues en Z, o, 3 € R.
Alors,

(i) || f]| est continue en Z.

(ii) (af + Bg) est continue en .
(iii) (f,g) est continue en &.

(iv) d(f,qg) est continue en I.

(v) sim =1, fg est continue en .

(vi) sim =1 et g(z) # 0, 5 est continue en T.

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos
O

Proposition 4.4 (Caractérisation topologique des fonctions continues de R™ dans R).
Soit f: R™ — R. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue.
(ii) YO C R ensemble ouvert, f~1(O) = {x € R™ : f(x) € O} est ouvert.
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(iii) VF C R ensemble fermé, f~1(F) = {z € R™ : f(x) € F} est fermé.

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos
O

Remarque 4.5.

Cette caractérisation justifie la remarque page En effet, si f: R” - R

est continue,

{x €eR" : f(x)>a} =f""(]a,+00]) est ouvert.
——

ouvert
{x €eR™ : f(x)<a}=f"1(]—o0,a]) est ouvert.
ouvert
{x eR™ : f(x)#a} =f 1 (R\{a}) est ouvert.
——

ouvert

{z €R™ : f(x)>a} =f"1([a,+00]) est fermé.
fermé

{zeR"” : f(x)<a}=f'(]—o00,a]) est fermé.
fermé
{z eR™ : f(x)=a}=f"1({a} ) est fermé.
——

fermé

On obtient le résultat plus général par le fait que I'intersection finie d’ouverts est ouverte,
et 'intersection finie de fermés est fermée.

4.2 Dérivées partielles et fonctions différentiables (fonctions
a valeur dans R)

Définition 4.6 (Dérivées partielles, dérivées directionnelles, gradient).
Soit D C R™, & € D, f: D — R une fonction définie au voisinage de 7.

(i) pour 1 <i <mn, la dérivée partielle de f par rapport a z; en  est la limite

f(:ﬁl,flg, s Tim1, X5+, Ty, ...,{Z‘nfl,jn) — f(i‘)

lim ,
t—0 t
si elle existe.
On note alors cette limite / (7).
81‘1'
(it) pour v € R™ tel que ||v|| = 1, on définit la dérivée directionnelle de f suivant v en &
par
S 1 to) — F(3
o £+ 10) — 1(@)
t—0 t

si la limite existe.

0
On note alors cette limite a—f(x)
v

(@) Si toutes les dérivées partialles de f existe en Z, i.e. si la dérivée partielle de f par
rapport a chacune de ses variables existe en Z, on définit le gradient de f, noté V()

par
Vi@ = (52 @) 3L @) @)
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Remarque 4.7. (i) Si e; est le i® vecteur de la base canonique de R”, i.e.,

e = (0,...,0,1,0,...,0)
T
1°™¢ composante

alors, la dérivée partielle de f par rapport a x; existe si et seulement si la dérivée

directionnelle de f suivant e; existe. En effet, pour v = e;, les limites calculées dans

ces deux définitions sont les mémes.

(it) Contrairement & I'intuition qui découle de lanalyse I, le fait que les dérivées partielles
existent n’implique pas que f est continue.
(7i) Sip(t) = f(T + tv), alors
of /
—(Z) = ¢'(0).
T =v0

Exemple 4.8. (i) Soit f: R? — R définie par f(z,y) = 2 +z — 3y + bay + 2°.

Pour calculer la dérivée partielle %, on traite y comme une constante, et on dérive
par rapport a x :
of

et pour calculer la dérivée partielle %, on traite r comme une constante, et on dérive

par rapport a y :
0
8‘;(36, y) = —3 + bx.

(i) Soit f: R? — R définie par
Ty )
F@y) = { 2242 si (z,y) # (0,0)
b 0 . (

On a vu précédemment que lim, ), (0,0 f(7,y) n'existe pas et donc, f ne peut pas
étre continue en (0,0). Regardons pour quels v = (vy,v2) € R? tel que |[v] =1, la

dérivée directionnelle 8—(0, 0) existe. On a
v

. f(O + tv, 0+ tvg) - f(O, 0) 1 tQUva
lim =lm - ————-—
0 t t=0 t t2vf + t2v3
. Lo 1
=lim = lim —wvqvs.

71&%0;“1)”2 t—0 ¢

On voit que si v1 # 0 et vy # 0 cette limite n’existe pas. Et donc la dérivée
directionnelle de f n’existe que le long des directions (1,0), (0,1), (—1,0) et (0, —1)
(et vaut toujours 0.)

En particulier, les dérivées partielles de f existent en (0,0) :

of of

of of
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(i) Soit f: R? — R définie par

T 2
f(z,y) = { Tigfl si (z,y) # (0,0)
0 si (l’,y) = (0,0)

On a vu précédemment que lim(, ,)_,(,0) n’existe pas, donc f n’est pas continue en
(0,0). Regardons pour quels v = (v, v9) € R? tel que |[v]| = 1, la dérivée directionnelle

(0,0) existe. On a

B
lim SO+ tv,0+tvg) — £(0,0) 1 3003
=0 t 50t t20? + thoj
_1 U]_UQ

1530 v? + tvd’

Si v = 0, alors, on obtient

et si v; # 0, on obtient

lim ;le% 5 = /0172)% = ﬁ

t—0 v] + tv3 V1 V1
En particulier, quel que soit v = (v1,v2) € R? tel que ||v|| = 1, la dérivée directionnelle
de f suivant la direction v existe en (0,0) malgré le fait que f n’est pas continue en
(0,0).
En particulier, les dérivées partielles existent en (0,0), et on a

af af

—(0,0) = 0,0)=0

8:1:( ) 8(1,0)( )

of of

—(0,0) = 0,0)=0

5 (0.0) =505 0.0)

Proposition 4.9 (Propriétés algébriques de la dérivée partielle).

Sotent a,  €eR, 1 <i<n, DCR", 2€D, f,g: D— R telles que la dérivée partielle de
f et g par rapport a x; existent en T.

Alors,

(i) gz laf + Bg) (&) = agh (@) + BFL(%).
(i) g [f9) (%) = gi(i)g(i + [ (@) 5 ().

cey - 2L (z)g(z)— f(7) 2L (&)
(iii) si g(@) # 0, 52 [L] () = o o,

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos

Notation 4.10 (Dérivées d’ordre supérieur).
On écrit les dérivées partielles d’ordre 2

i
01 0T (x) = 3m-j (x) (dérivée d’abord par rapport a z; puis z;)
L] i
2 05 e | \
@(@ = oz (z) (dérivée deux fois par rapport a x;),
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les dérivées partielles d’ordre 3 :

92 f
PBf (@ _88xj6xk () dérivée d’abord par rapport a x,
O0x;0z 0z}, Oz puis z;, puis z;
9% f
PBf ( _88:“8% () dérivée d’abord par rapport a x;,
8:1,‘?6%  Oxy puis 2 fois par rapport a x;
99°f
3 f (2) = 92 () dérivée d’abord 2 fois par rapport a x;,
8xi8x]2 0wy puis par rapport a x;
2
o3f . O e .
93 (x) = D (x) (dérivée 3 fois par rapport a x;)
3 7

(2

Exemple 4.11. (i) Soit f: R? — R définie par f(z,y) = e® cos(z + y).

Alors,
af _ 0 T oz P
%(x, ) =5 [€” cos(z + y)] = € cos(z + y) — " sin(z + y)
of 0 ., e
8—y(m, ) =3y [€® cos(z + y)] = —€e” sin(x + y)
0% f 9 [0f 9 2 @
@) =g |50 = e cosla +9) - e sinta + )]
=e” cos(z +y) — e sin(z + y) — e” sin(z + y) — €* cos(z + y)
= — 2" sin(z + y)
G @ 0) =50 |G| = 5 [ cosa ) = € sinfa + )]

=—e"sin(z +y) — e” cos(x + y)

aZf a T L3 T L2 x
M(w, Y) =52 [—esin(z + y)] = —e®sin(x + y) — € cos(z + y)
2
S o) =5 [ 5] = g et sinte )] =~ cos(a + )
(i) Soit f: R? — R définie par
22— 2
Yy si(ey) # (0,0)
fay=1 TY

0 si (z,y) = (0,0)
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) 7

(z,
af x? — 92 2z(x? + y?) — 2z(x? — 2
o =(z,y) =y 21y 5 1Y ( ) ( )

Alors, pour

(% +y?)?
:yu — 4.'Ify ‘ryQ — y (1174 - 4$2y2 — y4)
2 + y2 (I2 + y2)2 (.’EQ n y2)2
of _x(x! —da%y® —y")
dy (22 4 y2)? '
Et,
O (0,0) 1 LD = 10.0) _p 0-0
Ox t—0 t t—0 t
01 (9.0) = i LOD = FO.0) _, 0-0_,
dy =0 t t—0 ¢
Alinsi,
of of e
t) = o (e 0 2
o (0,0) =lim Ox A Oz %.0 — iy —(02Ht2)° 0
dydxz 50 t 0 ¢
=lim-1=-1
t—0
of of
a9y 01— 5, 0.0 HE A0 0t)
o (0,0) =lim 63/( ) 83/( ) =1 (0%+1%)? 0
Oxdy t—+0 t t—0 t
t—0

On voit ici un exemple out 8yax #£ 2 B 6y

Définition 4.12 (Différentiable).
Soit D CRet f: D —R.

(i) Si & € D, f est définie au voisinage de & et pour tout i = 1,...,n la dérivée partielle
of

671(:%) existe, on dit que f est différentiable en I si
LT h) ()~ (V@) B

= 0.
h—(0,...,0) | R|]

(it) Supposons de plus que D est ouvert. On dit que f est différentiable si pour tout
T € D, f est différentiable en .

Remarque 4.13.
La définition de différentiable est équivalente a 'existence d’un développement limité
d’ordre 1. En réécrivant la définition pour n = 1 on obtient

o JE+ 1) = £(@) = F@)h

h—0 h

=0 & f@+h)=[f@)+ f@h+ o).
Pour n = 1, l'existence du développement limité d’ordre 1 est équivalent a ’existence de la

dérivée en &. (Voir Analyse I pour section d’ingénierie, Théoréme 8.1, https://sma.epfl.
ch/~struett/analysel/main_proofs_at_the_end.)
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Des que n > 2, I'existence du développement limité d’ordre 1 n’est plus équivalente a la
simple existence des dérivées partielles. On verra des fonctions pour lesquelles les dérivées
partielles existent, mais la fonction n’est pas différentiable.

Théoréme 4.14.
Soit T € D CR", f: D — R différentiable en &. Alors,

(i) [ est continue en .
(i) Yv € R™ tel que ||v]| =1,

of .. N
@) = (V@)

Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos

O
Définition 4.15 (C*(D)).
Soit D C R™ un ouvert. On note
L ) ~ toutes les dérivées d’ordre k de f
(D) = {f D=R: existent et sont continues
[e.e]
(D) =) C*(D)
k=1
Proposition 4.16.
Soit D C R™ et f € CY(D). Alors, f est différentiable.
Démonstration. Hyppocampéléphantocamelos O

Méthode 4.17 (Déterminer si une fonction est différentiable).

Soit D C R", & = (Z1,...,Zn) € R" et f: D — R une fonction définie au voisinage de Z.
Pour déterminer si f est différentiable en Z, on procede de la fagon suivante :

Etape 1 : Calcul des dérivées partielles.

On calcule les dérivées partielles de f, g—gfl(:ﬁ), ey %(iz). Si une de ces dérivées partielles
n’existe pas, la fonction n’est pas différentiable. Si elles existent toutes, on passe a 1’étape
suivante.

Etape 2 : Etude de la limite
L SR~ @)~ (V@)

h—(0,...,0) Al

en utilisant les méthodes du chapitre [3}
Si la limite n’existe pas, la fonction n’est pas différentiable.

)
1 f SEER) = £@) — (V@) h)
h—(0,...,0) Al

=0,

la fonction est différentiable.
Si la limite

f G R) = () — (V@) B)

h—(0,...,0) | Al

existe mais est non-nulle, il y a une erreur de calcul.
Raccourcis :
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— Si f n’est pas continue, f n’est pas différentiable.
— Si f est C1, f est différentiable.

Exemple 4.18. (i) Soit f: R3 — R définie par f(x,vy,z) = 22 + zy. Cette fonction est
combinaison de fonctions usuelles sans probléme de définition, donc f € C! et donc
elle est différentiable.

(7i) Soit f: R? — R définie par

932—!—1/2

x2y2
ﬂ%m:{ st (2,3) # (0.0
0 si (z,y) = (0,0)

Déterminons si f est différentiable en (0,0).

Etape 1 : Calcul des dérivées partielles.

On a,
2.0
_ 20 —
O .0yt PO =F0.0) g0 00
0 t—0 t t—0 t t—0 ¢
0t
—_ 2 —
OF (0,0) =i LN =TSO0 _ 042 7, 020
dy t—0 t t—0 t t—0 t

Etape 2 : Etude de la limite

f(hb h2) B f(0,0) — <Vf(0, 0)7 (h].a h2)>

lim
(h1,h2)—+(0,0) [(h1, h2) |l
hih3
—0—((0,0), (h1, h

lim
(hl,hg)—>(0,0) /h% + h%

272
= lim hih

(h1.h2)(0.0) (h2 + h3)?

FEtape 2.1 : Test des directions.

Passons en coordonnées polaires (hy, hy) = (rcos @, rsin@) et calculons

2 202 2

. r4cos®fOr“sin- 0 .

lim 3 =rcos?fsin?0 =0
r—0t r

FEtape 2.2 : Criteére.

On a

r2 cos? 0r2 sin?

— 0| =rcos?fsin®0 < r.
N N~
<1 <1

r3

Choisissant ¢ (r) = r, les hypotheses du critére des deux gendarmes sont vérifiées et
la limite est bien 0.

On conclut donc que f est différentiable en (0,0).
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(i) Soit f: R? — R définie par

x2sin(%)+y six#0

flz,y) =
Y siz=0

Déterminons si f est différentiable en (0,0).
Etape 1 : Calcul des dérivées partielles.

On a,
_ t?sin (1) +0-0
g(O, 0) =lim f(£,0) = /(0.0) _ lim (t) = lim ¢ sin <1) =0
Oz t—0 t t—0 t t—0 t
Qi@ﬂ)zhnﬂaﬂ_fmﬁ):hmt_ozl
oy t—0 t t—0 ¢

Etape 2 : Etude de la limite
f(hlv hQ) - f(ov 0) - <Vf(0a 0)7 (hb h2)>

lim
(h1,h2)~>(0,0) /h% + h%

f(h17 hQ) —0— <(07 1)7 (h‘17 h2)>

lim
(h1,h2)—>(0,0) /h% + h%

f(h1,h2) = ho

= lim
(h1,h2)—(0,0) /h% 4 h%

On a
h%sin(h%)—khg—hg by £ 0
S1 Ny
f(hi,h2) —ha Vh%—i_h%
VhE+h3 ha — h
2 e sih; =0
\/h2 + h3

0 Sih1:0

Etape 2.1 : Test des directions.
Passons en coordonnées polaires : (hy, he) = (rcosf,rsin6).

Sif¢ {%, 37“} pour que hy # 0, on a

f(rcosf,rsinf) —rsiné I r? cos” 0sin (rc<1)s9>

lim = lim
r—0t T r—0+ r
. . 1
= lim r cos®fsin =0.
r—0+ rcos 6
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FEtape 2.2 : Criteére.

On a
f(rcosf,rsinf) —rsinf

— 0‘ =rcos’f
——
<1

r

1
. <nr
i (rcos@)‘ ="
—_——

<1

Prenant ¢ (r) = r, les hypotheses du critére des deux gendarmes en coordonnées
polaires sont vérifiées et on a que f est différentiable.
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Annexe A

Techniques de paramétrisation de
courbes

Méthode A.1 (Inversion d’orientation).
Soit I' C R™ une courbe de paramétrisation 7: [a,b] — R™.
Alors, la paramétrisation 7: [a,b] — R™ définie par

() = (a+b—1)

paramétrise la méme courbe, mais avec ’orientation opposée. En effet, on a

Ya) =y(a+b—a)=~(0) () =~(a+b-b)=(a)

Méthode A.2 (Concaténation de courbes).

Soient I'1, Ty C R™ deux courbes de paramétrisations ~;: [a1, b1] — R™ et y2: [ag, bo] — R”
telles que v1(b1) = 72(a2) (le point final de 7; est le point de départ de ~y2). Alors,
v: la1, b1 + ba — ag] — R™ définie par

Y1 (t) site [al, bl]
V(t) =
Yo(t — b1 + ag) sit €]by, b1 + by — as]

est une paramétrisation de I'y U I's.
Si de plus 1, 2 sont régulieres et v} (b1) = ~5(az), alors 7 est réguliere.

Exemple A.3.
Soit I' = {(z,y) € R? : 22 +4?> =2, y > 0}.
On donne trois méthodes pour trouver une paramétrisation :
M¢éthode 1 : Repérer les symétries et faire un changement de coordonnées.
Le terme 22 + 32 pout nous mener & penser qu'un passage aux coordonnées polaires
peut aider. Si on écrit (x,y) = (rcos(0),rsin(0)) avec r > 0 et 6 € [0, 27], les conditions
2 + 9% =2 et y > 0 s’écrivent
r? =2, sin(6) > 0.

Ce qui nous méne & r = v/2 et @ € [0, 7]. On arrive donc & la paramétrisation (6 qui peut
prendre des valeurs dans un intervalle devient ¢, 'intervalle pour € devient le domaine de
la paramétrisation, r qui est fixé & /2 disparait) v: [0, 7] — R? définie par

v(t) = (V2 cos(t), V2sin(t)).
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Meéthode 2 : Résoudre les équations pour y = v2(t) et prendre x = v1(t) = ¢.

On a
P24+ =2 y>0y=v2—a

La question qu’on se pose ici est pour quels x 1’expression v2 — 22 a un sens ? L’expression
a un sens pour x € [—+/2,/2]. On arrive donc a la paramétrisation v: [—v/2,v/2] — R%

définie par
A(t) = (1 V2~ ).

Meéthode 3 : Résoudre les équations pour x = 7 (t) et prendre y = yo(t) = ¢.

On a
P24+ =2 y>0c==+/2—-192 y>0.

Deux questions a se poser :
— Comment traiter =7 En considérant deux courbes (une pour + et une pour —.)

— Pour quels y l'expression /2 — y2 a un sens ? (pour y € [—v/2,v/2], ce qui ensemble
avec la condition y > 0 donne y € [0,/2]).

On considére donc deux courbes :

o(t) =(V2—1t2,1)  te[0,V2],
V(t) =(—V2—t2,t)  te[0,V2.

Maintenant qu’on a ces deux courbes, on veut les mettre ensemble (& ’aide d’une conca-
ténation) pour n’en avoir qu'une seule. Néanmoins, en testant les points de départ et
d’arrivée respectifs, on a

0(0) =(v2,0),  ¢(V2)=(0,v2)
%b(o) (_\/é’ O)v ¢(ﬁ) = (O’ \/5)

et donc le point de départ de 'une n’est pas le point d’arrivée de 'autre.

Néanmoins, elles ont le méme point final; si on inverse 'orientation d’une de ces deux
courbes, elle aura le méme point de départ que le point d’arrivée de I'autre.

On change 'orientation de ¢ (on peut aussi changer I'orientation de v, les calculs sont
similaires).

Conformément a la méthode page on cosidére ¢: [0v/2] — R? définie par

p(t) = p(V2 - 1).

On a maintenant $(0) = p(v/2) = (0,v2) = ¥(v/2). On peut maintenant procéder a la
concaténation de nos deux courbes. Conformément & la méthode [A.2] page [97] on considére
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7v:[0,2v/2] — R? définie par

P(t) site[0,v2] (—V2 —12¢) site0,v2]
v(t) = =

Gt —V/2) site[v2,2v2]. ©0(2v2 — t) site[v2,2v2].

(—v2—1t31) sit e 0,2

<\/2— (2ﬂ—t)2,2ﬂ—t> si t € [v2,2v2].

En conclusion, on voit qu’en fonction de la courbe, certaines techniques donnent moins de
travail. Comment choisir la méthode vient avec I’expérience.
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