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Chapitre 0

Rappels et notions de base

0.1 Ensembles

Définition 0.1 (Ensemble).
Un ensemble est une collection d’éléments. On peut définir les ensembles & ’aide d’une
propriété, comme par exemple

{n : n est un nombre entier naturel impair plus petit que 8}
ou en en énumérant les éléments, comme par exemple
{1,3,5,7}.

Ces deux ensembles sont les mémes car ils ont exactement les mémes éléments. L’ordre
dans lequel on liste les éléments n’a pas d’importance. L’ensemble {3,5,1,7} est toujours
le méme ensemble.

X ={a,b,c}
Y = {a,b}
Z = {e,d}

FIGURE 1 — Exemple de trois ensembles X, Y et Z dont les éléments sont différentes
combinaisons de a, b, c et d.



Notation 0.2.
Soient a, b deux objets et A et B deux ensembles.

(7) On écrit a € A pour dire que a appartient a A, c’est-a-dire que a est dans I'ensemble
A. Par exemple, dans la figure[l, a €Y, c € X.

(it) Om écrit a ¢ A pour dire que a n’appartient pas a A, c’est-a-dire que a n’est pas
dans l'ensemble A. Par exemple, dans la figure|l) c¢ Y, d ¢ X.

(éi7) On écrit A C B pour dire que A est un sous-ensemble de B, c’est a dire chaque
élément de A est aussi un élément de B. Par exemple, dans la figure [l ¥ C X,
{d} c Z.

(iv) On écrit A ¢ B pour dire que A n’est pas un sous-ensemble de B, c’est-a-dire A

contient au moins un élément qui n’est pas dans B. Par exemple, dans la figure
X¢YcarceXetcdV,Z¢g Xcarac Xetad Z.

(v) On écrit A = B pour dire que A et B sont égaux, c’est-a-dire, ils contiennent
exactement les mémes éléments.

(vi) On écrit A # B pour dire que A et B ne sont pas égaux, c¢’est-a-dire ils ne contiennent
pas exactement les mémes éléments : soit il y a un élément de A qui n’est pas dans
B, soit il y a un élément de B qui n’est pas dans A. Par exemple X #Y,Y # Z,
X +£7.

(vii) On note () = {} ensemble vide qui n’a aucun élément.

Remarque 0.3. (i) Quelque soit I’ensemble A, on a toujours ) C A et A C A.
(it) Pour deux ensembles A et B, on a A = B si et seulement si A C B et B C A.

Définition 0.4 (Ensemble des parties).
Soit A un ensemble. L’ensemble des parties de A, P(A) est

P(A)={B : BcC A}
Exemple 0.5. (i) Si X = {a,b,c}, alors
P(X) = {0,{a}, {0}, {c} {a,b},{a,c},{b,c}, X}

(i7) Si A = {a},
P(A) = {0, A}.

Définition 0.6 (Union, intersection et différence d’ensembles).
Soient A, B des ensembles.

(i) L’union de A et B, notée AU B est 'ensemble
AUB={z : x € Aouz € B}.
(it) L’intersection de A et B, notée AN B est 'ensemble
ANB={z : x€ Aet x € B}.
(ii1) La différence, A privé de B ou A sans B, notée A\B est 'ensemble

A\B={zx : x€ Aet x ¢ B}.



Exemple 0.7. (i) Si X = {a,b,c}, Y = {a,b} et Z = {c,d} comme dans la figure
page[d] on a

XUZ={a,b,c,d}

Y UZ ={a,b,c,d}
XUY ={a,b,c}

XNZ={c}

YNnz=0

X NY ={a,b}
X\Z ={a, b}
X\Y ={c}
Y\Z ={a,b} =Y
Y\X =0

Définition 0.8 (Produit cartésien).
Soient A, B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B noté A x B est ’ensemble des
couples d’un élément de A et d’un élément de B,

Ax B=A{(a,b) : ac Aetbe B}

Un élément (a,b) € A x B est appelé un couple. L’ordre entre les deux parties du couple
est important. C’est-a-dire, (a,b) et (b,a) ne sont pas les mémes couples.

Remarque 0.9. (i) La notion de produit cartésien se généralise pour plus de 2 ensembles.
Par exemple, si A, B et C sont trois ensembles,

AxBxC={(a,b,c) : ac A,be B,ce C}.

(it) Attention,
AxBxC#(AxB)xC#Ax(BxC(C).

En effet, un élément de A x B x C s’écrit (a,b,c), un élément de A x (B x C') s’écrit
(a, (b,c)) et un élément de (A x B) x C s’écrit ((a,b), c). Toutes les parenteéses sont
importantes. L’élément (a,b, c) est un triplet, tandis que (a, (b, c)) et ((a,b),c) sont
des couples ou un des deux éléments du couple est lui-méme un couple.

(#i1) Pour tout ensemble A,
Ax()=0.

Exemple 0.10. (i) Soient A = {1,2} et B = {3,4,5}. Alors,

Ax B=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3), (2,4), (2,5)}.

(7i) R? qu'on appelle le plan est le produit cartésien de la droite réelle R avec elle-méme.
RZ=R xR ={(z,y) : =,y € R}.
(7i) Soient
A ={Freéne, Saule, If, Houx}
B ={Ventricule de Dragon, Plume de Phénix, Crin de Licorne}.



Alors,

A x B = {(Freéne, Ventricule de Dragon), (Fréne, Plume de Phénix),

Freéne, Crin de Licorne), (Saule, Ventricule de Dragon),

(
(
(Saule, Plume de Phénix), (Saule, Crin de Licorne),
(If, Ventricule de Dragon), (If, Plume de Phénix),

(If, Crin de Licorne), (Houx, Ventricule de Dragon),
(

Houx, Plume de Phénix), (Houx, Crin de Licorne)}

L’ensemble A x B représente quelques associations de bois et de coeurs utilisés dans
la confection de baguettes magiques dans la série de fictions Harry Potter.

0.2 Les ensembles de nombres N, Z, Q et R

Définition 0.11 (Les nombres entiers naturels N).
L’ensemble des nombres entiers naturels noté N est

N=1{0,1,2,3,4,5,6,...}

Par convention 0 € N est un nombre pair.
On note encore N* = N\{0}.

N est muni d’un ordre total noté < tel que

(7) pour tout z € N, z < z,

(it) pour tous z,y,z € N telsque z <yety<z, onaz <z
(éi1) pour tous z,y € Ntelsque z <yety<z,onaz=y.
N est muni de deux lois de composition internes, I’addition et la multiplication.
L’addition, pour tous x,y € N, z + y. L’addition a comme élément neutre 0 € N. On
appelle élément neutre un élément e tel que pour tout z € N, n + e = n. L’addition n’a
pas d’inverse dans N, c’est-a-dire, pour x € N, il n’existe pas nécessairement y € N tel que
z+y=0.
La multiplication, pour tous x,y € R, z-y. La multiplication a comme élément neutre 1 € N,
la multiplication n’a pas d’inverse, c’est-a-dire pour « € N*, il n’existe pas nécessairement
y € Ntel que x-y=1.

Définition 0.12 (Les nombres entiers relatifs Z).
L’ensemble des nombres entiers relatifs noté Z est

Z={.,—6,—5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...}

OnaNCZ.

On note encore Z* = Z\{0}.

Tout comme N, Z est muni d’un ordre total et de deux lois de compositions, I'addition et
la multiplication. L’addition a son inverse dans Z, c’est-a-dire, pour tout z € Z il existe
—x € Z tel que z + (—x) = 0.

Définition 0.13 (Les nombres rationnels Q).
L’ensemble des nombres rationnels noté QQ est

@:{Z L abez, b;AO},
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ot 7 = ¢ si et seulement si ad = be.

On a Z C Q car pour tout x € Z, v = 7 € Q.

On note Q* = Q\{0}.

Tout comme N et Z, Q est mini d’un ordre total et de deux lois de compositions.
L’addition :

a ¢ ad+bc
v a7 T
et la multiplication :
a c _ac
b A" b

L’addition et la multiplication ont leur inverse dans Q, c’est-a-dire, pour tout = = 3 € Q, il
existe —x = 3% € Q tel que x + (—x) = 0 et pour tout z = ¢ € Q*, il existe ! = % eQ*
tel que z - 271 = 1.

Tout élément z € Q a une infinité de représentations sous forme de fractions. En effet, si

x =  alors, pour tout ¢ € Z,
ca

= E'

Si b >0 et que a et bn’ont pas d’autre diviseur en commun que 1, on dit que la fraction §
est irréductible. Tout élément de Q peut s’écrire sous forme d’une fraction irréductible et
cette écriture est unique.

xT

Théoréme 0.14.

V2¢Q

Démonstration. On procede par ’absurde. Supposons qu’on puisse écrire v/2 sous forme
de fraction a

V2=,
b
et choisissons la fraction telle qu’elle soit irréductible. En élevant I'égalité au carré, on
obtient

2
0=2
b2
ce qui implique
20° = a?.

En particulier, 2 divise a? et donc a? est pair. Or, si a? est pair, ceci implique que a est
pair également. En effet, si a était impair, a® serait impair aussi.
Vu que a est pair, il existe ¢ € N tel que a = 2¢. En reprenant notre derniere égalité, ceci
implique

2b? = a? = 4c?.

En divisant 1’égalité par 2 on obtient
b2 =262

Or, ceci implique que b? est pair et comme on a vu avant, on peut en déduire que b est
pair.

Mais, si a et b sont tous deux pairs, ceci implique que 2 est un diviseur en commun de
a et b et donc la fraction § n’est pas irréductible. Ceci est une contradiction et donc V2
ne peut pas s’écrire comme une fraction de nombres entiers relatifs et n’est donc pas un

élément de Q. O



Remarque 0.15.
On définit les nombres réels dont /2 fait partie dans le chapitre

Notation 0.16 (Symboles somme ), et produit []).
Soient n,m € Z tels que m < n et pour k € Z, m < k <n, ar € R des nombres définis.
On note

n

Z ap =Qm + am41 + Q2 + ...+ ap—1 + ap
k=m

n

H A =Qm * Am+1 * Am42 * --. * Ap—1 * Ap.
k=m

Par convention, si m > n,

n
Z af =0
k=m

Exemple 0.17. (i)

m
Z ar = Q.
k=m

n

D (2k+1)=1+43+5+...+2n+1)=(n+1)%
k=0

n
=14+ 1+ .. +14=14n—m+1).
k=m

n—m-+1 fois

n
[[k=1-2-3-4-...n=nl
k=1

n
[T 14=14-14-..-14 = 1400 FD),
| S ——

k=m n—m-+1 fois

Remarque 0.18.
Les expressions,

n
Z ag et H ag
k=m

ne dépendent pas de k. En effet, on a par exemple

k=m i=m

n n
oo
k=m i=m

Ne)



Proposition 0.19.
Sotent \e R, peN, jlim,n€Z avecl <m<mnetpourl <k<n+1, ar,br € R.
Alors,

(i)
Z ap + Z ap = Z ag,
k=l k=1 k=1
D (ak+bk) =D ar+ > b,
k=1 k=1 k=1
(i) ) )
Z Aap = A Z Qs
k=1 k=1
(iv) .
> (agt1 — a) = ny1 — @
k=1
(v) 4
n n—j
Zak = Z Okt
k=1 k=l—j
(vi) . .
S ar =Y anti-k
k=1 k=1
(vii)
(H k> ( 11 k) e
k=1 k=m+1 k=1
(vii) ) ) )
o (1) 1)
k=1 k=1 k=1
(iz)

(x) Si pour toutl <k <n, ap #0,

n
H ak+1 _ On+l
ag aj

(xi)
n n—j
Hak: H Okt j
k=l

k=l—j
n n—j
Hak: H Ak+j
k=l

k=l—j

10



Démonstration. (i) On a

m n
Zak+ Z ar =(a; + aj11+ ... + am—1 + am)
k=l k=m-+1

+ (@1 + ams2 + oo +an—1 + ay)

k=l
() On a
n
> (ak +by) =ar + by + ae1 + b1 + o+ ane1 + buo1 + an + by
k=l
=aq;+ajy1+ ... +ap—1+ay+ b + bl+1 + ..+ bp_1+0b,
n n
=Y ar+ Y by
k=l k=l
(éii) On a

n
Z(akJrl —ap) = a1 — a2 — Qg1 A e F Gy — Q1 F 1 — Ay = Gyl — Qg
k=

o~

(i) On a
n
Z Aap, =Aa; + Aaji1 + ... + Aap—1 + Aay,
k=l
=Xa;+ a1+ ... Fap—1+ap)
n
=\ Z Q..
k=l
(v) On a
n—j
Z Oktj =Q1—jtj + A —jp14j + oo+ An—j14j + An—jij
k=l—j
=a;+ a1+ ...+ a1+ ay
n
= Z akl
k=l
(vi) On a
n
Z Opl—k =Anti—1 + Qppl—(141) T oo T Opy—(n—1) T Anti—n
k=l
=0p t+ap—1+ ...+t a1+
=a;+ a1+ ...+ ap-1+ay
n
g Z ak
k=l
Les points (vii) & (xii) sont en tous points similaires. O
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0.3 Relations et fonctions

Définition 0.20 (Relation).
Soient X et Y deux ensembles. Une relation sur X etY est la donnée d’un ensemble

RCXxY.
Si X =Y, et que RC X x X est une relation, on dit que R est une relation sur X.
Exemple 0.21. (¢) Soit X = {1,2,3,4}, Y = {2,4,8} et la relation
R={(x,y) € X XY : z+y est pair}.

On a alors
R=1{(2,2),(2,4),(2,8),(4,2),(4,4),(4,8)}.

Définition 0.22 (Relation d’équivalence).
Soit X un ensemble et R C X x X une relation sur X.

(7) On dit que R est réflexive si Vx € X, (z,z) € R.
(it) On dit que R est symétrique si Vz,y € X tel que (z,y) € R, on a (y,x) € R.

(éi7) On dit que R est transitive si Vx,y,z € X tel que (z,y) € R et (y,z) € R, on a
(x,2) € R.

(iv) On dit que R est une relation d’équivalence si R est réflexive, symétrique et transitive.

Notation 0.23.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble X.

Si un couple (z,y) € X x X est tel que (z,y) € R, on écrit x ~ y.
Avex cette notation, la définition ci-dessus s’écrit

(7) On dit que R est réflexive si Vo € X, x ~ .
(it) On dit que R est symétrique si Vr,y € X tel que z ~ y, on a y ~ x.

(4i7) On dit que R est transitive si Va,y,z € X tel que x ~y et y ~ z, on a x ~ z.

Exemple 0.24. (i) Soit X = {x : x étudie & 'EPFL} et la relation

x ~ y six et y sont dans la méme section.

Cette relation est une relation d’équivalence. En effet, si z € X, = est dans la méme
section que x et donc, x ~ x, ce qui montre que la relation est réflexive. De plus, si
z,y € X sont tels que = ~ y, alors x et y sont dans la méme section. Ainsi, y et x
sont dans la méme section et donc y ~ x, ce qui montre que la relation est symétrique.
De plus, si x ~ y et y ~ z, c’est-a-dire, x est dans la méme section que y et y est
dans la méme section que z, alors, x et z doivent étre dans la méme section. Ainsi,
T ~ z ce qui montre que la relation est transitive.

(7) Soit X =N ={0,1,2,3,4,...} I'ensemble des nombres naturels et la relation

x ~ gy si lorsqu’on fait la division euclidienne de x et y par 3, on a le méme reste.

Cette relation est une relation d’équivalence.

12



(i) Soit X =Z=1{...,—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4, ...} et la relation
rz~ysiz<y.

Cette relation n’est pas une relation d’équivalence; elle est reflexive et transitive,
mais pas symétrique. En effet, par exemple, on a 0 ~ 1 car 0 < 1, mais pas 1 ~ 0 car
1 £ 0.

(7v) Soit X l’ensemble de tous les Pokémon de la génération 1 et la relation
T ~ 1y six ety ont un type en commun.

Cette relation n’est pas une relation d’équivalence; elle est réflexive et symétrique,
mais pas transitive. En effet, certains Pokémon peuvent avoir plusieurs types. Si on
considere Roucarnage qui est type vol et normal, Papilusion qui est type vol et insecte
et Chrysacier qui est type insecte, on a Roucarnage ~ Papilusion et Papilusion ~
Chrysacier, mais on n’a pas Roucarnage ~ Chrysacier.

Définition 0.25 (Classe d’équivalence, ensemble quotient).
Soit X un ensemble et ~, une relation d’équivalence.

(i) Pour tout = € X, la classe d’équivalence de z, notée C, est I’ensemble

Co={yeX : y~uz}

(it) Le quotient de X par la relation d’équivalence ~, noté X/ est ’ensemble des classes
d’équivalences.

Exemple 0.26. (i) Soit X = {x : x étudie a 'EPFL} et la relation

x ~ 1y si x et y sont dans la méme section.

On a vu plus haut que cette relation est une relation d’équivalence. Si z € X est
dans la section S, on a

Co={yeX : z~y}={y : yest dans la section S}.

Donc, si on définit les ensembles

CGC ={z € X : =z est en section chimie et génie chimique}
MA ={x € X : x est en section mathématiques}
PH ={z € X : x est en section physique}
IN ={z € X : = est en section informatique}
SC ={z € X : u est en section systemes de communication}
EL ={z € X : = est en section génie électrique et électronique}

GM ={x € X : x est en section génie mécanique}

MT ={z € X : = est en section microtechnique}

MX ={z € X : x est en section science et génie des matériaux}
SV ={x € X : =z est en section ingénierie des sciences du vivant}
AR ={x € X : = est en section architecture}

GC ={z € X : =z est en section génie civil}
SIE ={zx € X : =z est en section sciences et ingénirie de l'environnement},
on a

X/ ={CGC,MA, PH,IN,SC,EL,GM,MT,MX,SV,AR,GC, SIE}.

13



(i)

Soit X =N =1{0,1,2,3,4,...} ensemble des nombres naturels et la relation

x ~ y si lorsqu’on fait la division euclidienne de x et y par 3, on a le méme reste.

On a vu plus haut que cette relation est une relation d’équivalence. On a, a titre
d’exemple

Cy ={1,4,7,10,13, ...}

C14 ={2,5,8,11,14,17,...}.

Le quotient est
X/~ =1{Co, C1,Ca}

Proposition 0.27.
Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~. Alors,

(i) Pour tous z,y € X, Cp = Cy si et seulement si x ~y
(it) Siz,y € X sont tels que x oy, alors C, N Cy = ()

Démonstration.  (7) On commence par supposer que C, = Cy et on montre que z ~ y.

Par réflexivité de ~, on a zZ, ce qui implique que x € C, par définition de C,. Par
hypothese, ceci implique que x € Cy et donc x ~ y par définition de Cy, ce qui est le
résultat voulu.

Supposons maintenant que x ~ y et montrons que C, = C,.

Soit z € C quelconque. Par définition, on a donc z ~ x. Par transitivité de ~ vu que
x ~y,onaz~y,donc z € Cy. Vuque z est quelconque, on a montré que C, C Cj.
Par les mémes arguments, on a Cy C C, ce qui implique que C; = Cy, qui est le
résultat voulu.

On montre le résultat par contraposée. On suppose que C;; N Cy # () et on montre
que T ~ .

Soit z € C; N Cy. Alors, z ~ x et z ~ y. Par transitivité, on déduit x ~ y qui est le
résultat voulu. O

Définition 0.28 (fonction).

Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f est la donnée d'une relation Ry sur X et YV
telle que pour tout = € X, il existe un et un seul y € Y tel que (z,y) € Ry. On appelle y
I'image de x et on note y = f(x).

On note alors f: X — Y, X est le domaine de f, qu'on note des fois D(f) et Y est le
codomaine de f.

Définition 0.29.
Soit f: X — Y une fonction, A C X et BCY.

(7)

(i)

(iid)

L’ensemble image de A par f, noté f(A) est ’ensemble
flA)={f(a) : ac A} ={yeY : ilexiste z € A tel que f(x)=y}.
L’ensemble image de f, noté Im(f) est I’ensemble
Im(f)=f(X)={yeY : ilexiste z € X tel que f(z) =y}
La préimage de B par f, noté f~1(B) est 'ensemble
f(B)={zeX : f(x) € B}
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Exemple 0.30. (i) Soit X ’ensemble des pays du monde et ¥ I'ensemble des villes du
monde. On définit la fonction capitale cap: X — Y par

cap(z) = la capitale du pays x.
On a alors a titre d’exemple que

cap(Suisse) =Berne
cap(Allemagne) =Berlin
cap(Japon) =Tokyo
cap(Royaume-Uni) =Londres
cap(France) =Paname
)

cap(Italie) =Rome

Ceci définit bien une fonction car chaque pays a une et une seule capitale.
(ii) Soit X =Y =R et la relation R = {(x,y) € X x Y : = = y*}.
Cette relation ne définit pas une fonction. En effet, il existe des éléments x du domaine

qui n’ont pas d’image. Par exemple x = —1, alors, il n’existe pas de y dans R tel que

y? = —1. De plus, il existe des éléments = du domaine qui ont plus d’une image. Par

exemple, si x = 4, alors on a (4,2), (4,—2) € R.

(7i) Soit X =Y ={x €R : z>0et y>0}etlarelation R={(z,y) e X XY : z =
v’}
Cette relation définit une fonction f: X — Y telle que f(z) = /.

Remarquons qu’ici on n’a pas les mémes problemes que dans I’exemple précédent car
—1¢Xet—-2¢Y.

Définition 0.31 (Fonction injective, surjective et bijective).
Soit f: X — Y une fonction.

(i) On dit que f est injective ou f est une injection si pour tout z,y € X, x # y implique
flx) # fy)-
(77) On dit que f est surjective ou f est une surjection si pour tout y € Y, il existe x € X
tel que f(z) =y.
(#i) On dit que f est bijective ou f est une bijection si f est injective et surjective.

Remarque 0.32.
On a qu’une fonction f est surjective si et seulement si Im(f) est égal au codomaine de f.

Exemple 0.33. (i) Soit f: Ry — Ry définie par
f(@) = a2

Alors, f est bijective.

On montre que f est injective par contraposée. C’est-a-dire on montre que si z,y € Ry
sont tels que f(z) = f(y) onax =y. On a

fz) =f(y)
22 =y
2] =ly]



Or, vu que z,y € Ry, on a z = || = |y| = y, qui montre que f est injective.
Passons a la démonstration que f est surjective. Soit donc y € Ry. Alors, si x =
VY ERL, on a
fla)=a® =y =y,
ce qui montre que f est surjective.
(it) Soit f: Ry — R définie par

flz) = 2.
Alors, f est injective mais pas surjective. La démonstration pour 'injectivité est la
méme que dans le point précédent. Tandis que pour la surjectivité, si y = —1 par

exemple, il n’existe pas de z tel que f(x) = y. En effet, pour tout z € R4, on a
flz)=2>>0> 1=y,

donc f(x) # y quelque soit = € Ry.
(7i) Soit f: R — Ry définie par
f(z) = 2%
Alors, f est surjective, mais pas injective. La fonction n’est pas injective car par

exemple —1,1 € Ry et f(—1) =1 = f(1). La démonstration de la surjectivité est la
méme que dans le premier point.

(iv) Soit f: R — R définie par
f(z) = 22

Alors, f est ni injective ni surjective. La démonstration est la méme que dans les
deux points précédents.

Définition 0.34 (Composition de fonctions).
Soient f: X =Y et g: Y — Z deux fonctions. La composition de g et f, notée go f est la
fonction go f: X — Z définie par

go f(x) =g(f(x)).

Définition 0.35 (Fonction réciproque).
Soit f: X — Y une fonction. Supposons qu’il existe g: ¥ — X tel que

pour tout y €Y, fog(y) =y et pour tout z € X, go f(x) = .

Alors, on dit que f est inversible et on note g = f~! qu’on appelle la fonction réciproque
de f.

Théoréme 0.36.
Une fonction est inversible si et seulement si elle est bijective

Démonstration. Soit f: X — Y une fonction.
Commengons par supposer que f est inversible et montrons que f est bijective.
Par hypothese, il existe f~!: Y — X tel que

pour tout y € Y, fo fHy) =y et pour tout z € X, f~1o f(z) = x.

Montrons que f est injective par contraposée, c’est-a-dire, on montre que Vri,z9 € X,
f(x1) = f(z2) implique 21 = 5.
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Soient donc z1,z2 € X tel que f(x1) = f(z2) quelconques. Alors,

z1 =N (f(a1) = fH(f(@2)) = 22,
s

qui montre que f est injective.
Montrons que f est surjective, c’est-a-dire, on montre que Vy € Y, Jx € X tel que f(z) = y.
Soit donc y € Y quelconque. Posons x = f~1(y) € X. Alors,

fl@)=f(f~w) =v,

qui montre que f est surjective.
Passons maintenant a la réciproque. Supposons que f est bijective et montrons que la
fonction réciproque de f, f~!: Y — X existe. On sépare la démonstration en 4 étapes.
Etape 1 : Montrons que pour tout y € Y, il existe un unique z, € X tel que f(zy) = v.
Soit donc y € Y. Par surjectivité de f, il existe x € X tel que f(x) = y. Montrons que
cet élément de X est unique en montrant que si il en existe deux, ils doivent étre égaux.
Supposons donc que z1, 22 € X sont tels que y = f(z1) = f(x2). Par injectivité de f, ceci
implique que x1 = 5. Ainsi, I’élément z, € X tel que f(x,) = y est bien unique.
Etape 2 : Construisons une fonction g: ¥ — X.
On définit g: Y — X par g(y) = z,, ou z, est I'unique élément de X tel que f(xy,) = y.
Etape 3 : Montrons que pour tout y € Y, f(g(y)) = y.
Soit donc y € Y quelconque. Par définition de g, g(y) = z, ol z, est tel que f(z,) = v.
Ainsi,

fla(y) = f(zy) =y,
qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 4 : Montrons que pour tout z € X, 9(f(z)) = x.
Soit z € X quelconque et y = f(x). Par définition de g, g(y) = x, est 'unique élément de
X tel que f(zy) =y. Or, x vérifie f(x) = y. Par unicité on déduit donc que x, = x. Ainsi,

qui est le résultat voulu dans cette étape.
Les étapes 3 et 4 montrent bien que g est la fonction réciproque de f et donc f est inversible.
O
Exemple 0.37. (i) Soit f: Ry — R, définie par
f(z) =22

On a vu que f est bijective. Par le théoréme, f est donc inversible. On a que
f1: Ry — R, est définie par

En effet, on a

et
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(it) Soit f: X — Y une fonction injective et g: X — Im(f) définie par

Alors, g est bijective.

On commence par montrer que g est injective. On le montre par contraposée. Soient
x,y € X tel que g(z) = g(y). Par définition de g, ceci implique f(z) = f(y). Vu que
f est injective par hypothese, on a z = y qui est le résultat voulu.

Montrons maintenant que g est surjective. Soit y € Im(f) par définition de Im(f)
ceci implique qu’il existe x € X tel que f(z) = y. Alors, par définition de g, on a

9(x) = f(z) =y,

ce qui montre que g est surjective.
On a donc que g est bijective et donc inversible.

Remarque 0.38.
Pour trouver la fonction réciproque d’une fonction f: X — Y donnée avec X, Y C R, on
pose y = f(z) et on résout pour x. L’identité avec laquelle on termine est x = f~!(y).

Définition 0.39 (Restriction et prolongement de fonction).
Soient X CY C Z, E des ensembles et f: X — FE, g: Y = E, h: Z — E des fonctions.

(@) f est la restriction de g 4 X si pour tout x € X,

On note alors
f=yalx.

(#@) h est un prolongement de g a Z si pour tout x € Y,

0.4 Puissances, racines et polynomes

Définition 0.40 (Puissances, racines).
Soient a € R et n € N.

(i) On définit a a la puissance n par : sin =0et a # 0, a’ = 1, sinon

De plus, sin > 1 et a # 0, on définit

Pour finir, pour n > 1, on définit
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i . ; 1
(7) Sin > 1 est impair on définit la racine n°™® de a qu’on note a=» ou {/a comme

I'unique nombre réel tel que
(/a)" = a.

\ 1
Sin > 2 est pair et a > 0, on définit la racine n®™® de a qu’on note a» ou ¥a comme
I'unique nombre réel positif tel que

(Ya)" = a.

Remarque 0.41.

Sia <0 et n est pair, 'équation

" =a

n’a pas de solution réelle. Et donc, la racine n®™° de a n’est pas définie dans ce cas.

Proposition 0.42.
Soient a,b € R et n,m € N
Alors,

(i) a-a™ = a™t™.
(iii) (ab)™ = a"b".

(iv) sia#0, % =a" "

Démonstration. (i) On a

a"-d"=a-a-a---a-a-a-a---a=a"""
n fois m fois
n+m fois
(it) On a
(@) =a"-a"-d"---ad"=a-a-a---a=a""=ad"" = (a")".
m fois n-m fois
(éii) On a
(ab)" =ab-ab-ab---ab=a-a-a---a-b-b-b---b=a"b"
n fois n fois n fois
(7v) On distingue deux cas.
Cas 1 :n>m.
On a, par (i),
an ~ am Y
Cas 2 : n<m.
On a par (i),
a™ atqm—mn aqm—n '
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Définition 0.43 (Polynome).
Un polyndéme est une fonction p: R — R pour laquelle il existe n € N, et ag, ..., a, € R tels
que a, # 0 et pour tout z € R

n
p(x) =ao + a1z + asx® + ...+ apz™ = Z akxk.

On appelle n le degré de p et on note n = deg(p), les ay sont appelés les coefficients de p.

Remarque 0.44.
Les sommes, différences, multiplications et compositions de polynémes sont des polynomes.
La division de deux polynomes n’est pas nécessairement un polynome.

Théoréme 0.45 (Division euclidienne de polynémes).
Soient p,q deux polyndomes non nuls. Alors, il existe deuzr polynémes d et r tels que

deg(r) < deg(p) et
q=p-d+r.

On appelle r le reste de la division euclidienne de ¢ par p.

La démonstration de ce résultat est omise.

Remarque 0.46.
Soient deux polynoémes p et g. Alors g/p est un polynoéme si et seulement si le reste de la
division euclidienne de ¢ par p est nul. On dit alors que p divise q.

Exemple 0.47. (i) Soient p(z) = 2z — 1 et q(z) = 622 + 7x — 2. Comme dans la division
euclidienne de nombres, on commence par un tableau

622 +Tr—2|2x—1

On observe maintenant les termes de degrés les plus hauts : 622 et 2z. On trouve par
quoi on doit multiplier le deuxieme pour trouver le premier. Ici, il s’agit de 3x car
3z - 22 = 622. On écrit 3z sous le diviseur.

622 +Tr—2|2x—1
3z

On multiplie ensuite notre diviseur 2x — 1 par le terme qu’on vient d’écrire et on
écrit le résultat sous le polyndme a gauche en inversant le signe de chaque terme. Ici,
3z fois 2z — 1 donne 6x — 3z, on écrit donc —6x + 3.

6z + 7z —2 23;—1
— 622 — 62" 43z
On effectue ensuite la somme entre les deux polyndémes qu’on a a gauche.
6% + Tx — Qm -1
— 622 — 62" +3z
102 —

On recommence maintenant avec le nouveau polynéme 10z — 2 qui joue le réle du
polynome 622 + 7z — 2.
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622 +7x—22x—1
— 622 + 32 3r+5

10z — 2
— 10z + 5
3

Ce qu’on obtient ici est de degré 0 qui est strictement plus petit que 1 = deg(p). On
arréte donc la division euclidienne a ce stade et on a

q(z) = (3z +5)p(z) + 3,

et donc 3 est le reste de la division euclidienne de g par p.
(i) Soient p(z) = 2% + 3z — 4 et q(x) = 2% + 225 — 32 + 623 + 2 — 1.
Alors, la dinvision euclidienne de ¢ par p est

28 + 225 — 32% 4+ 623 +z —1‘x2+3m—4
— 2% — 32° + 4a* |2t — 23 + 422 — 102 + 46
— 2% 4+ 2% +62°
20+ 32t — 423
4z + 223
— 4zt — 1223 4 1622
— 1023 + 1622 +x
1023 + 3022 — 40z
4622 — 39z —1
— 4622 — 138x + 184
— 177z + 183

Ici, on s’arréte & nouveau car deg(—177z + 183) =1 < 2 = deg(p).
On a donc que le reste de la division euclidienne de ¢ par p est —177x + 183.

(iii) Soient p(z) =2 —1et q(x) =23 +2% -2 — 1.
Alors, la dinvision euclidienne de ¢ par p est

2 422 —x—1|lx—1
— 23 422 2+ 2z +1

202 —x
— 222 + 2z
rz—1
—xz+1
0
Ici, le reste est 0 et donc p divise ¢ et on a
a(z) =22+ 2+ 1.
p(z)

Théoréme 0.48.
Soit p un polynéome de degré 1 ou plus et a € R. Alors, p(a) = 0 si et seulement si x — a
divise p.
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Démonstration. Commengons par supposer que p(a) = 0 et montrons que x — a divise p.
Par le théoreme sur la division euclidienne (Théoréme page [20)), il existe d et r des
polynomes tels que deg(r) < deg(x — a) et

p(z) = d(z)(x — a) + r(z).
Remarquons que

0 < deg(r) < deg(x —a)=1
implique que r est un polynéme de degré 0, c’est-a-dire, une constante, disons r(z) = c.
Alors, en évaluant notre derniére égalité en a, on obtient

¢ = r(a) = p(a) — d(a)(a — a) "L

Donc, r = 0 et x — a divise p.
Passons maintenant a la réciproque. Supposons donc que x — a divise p et montrons que
p(a) = 0. On a qu’il existe d un polynome tel que

p(z) = d(z)(x — a).

0—d(a)-0=0.

En évaluant ceci en a, on obtient
p(a) =d(a)(a —a) =0,

qui est le résultat voulu et termine la démonstration. O

0.5 Les fonctions trigonométriques, I’exponentielle et le lo-
garithme

Définition 0.49 (Fonctions trigonométriques).

Il existe plusieurs facon de définir les fonctions trigonométriques, sin, cos et tan qui nous
intéressent.

On peut les définir a ’aide de rapports préservés par les triangles rectangles semblables. Si
x est un angle en radiant dans un triangle rectangle (autre que 'angle droit), on dénote
I’hypothénuse le coté le plus long du triangle, I’adjacent le co6té incident a = qui n’est pas
I’hypothénuse et 'opposé le c6té qui reste.

hypothénuse

opposé
adjacent
On a alors, pour tout x €]0,7/2],
in(z) opposé
sin(x) =—————
hypothénuse
adjacent
cos(z) = —————
hypothénuse
opposé
tan(r) =———.
(z) adjacent
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On peut aussi les définir a I'aide du cercle trigonométrique. Si z est un angle en radiant
entre le demi-axe horizontal positif et un rayon du cercle centré en (0,0) et de rayon 1, on
peut lire les fonctions trigonométriques sur les axes pour z € [0, 27].

tan(x)

On a toujours

sin(x)

tan(z) = cos(z)
2

sin?(z) + cos?(x) = 1.

Exemple 0.50 (Quelques valeurs des fonctions trigonométriques). (7) On s’intéresse a
un triangle isocele.

INE
L

Par le théoréme de Pythagore, on a hyp? = 12 + 12, c’est-a-dire, hyp = /2.
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Ainsi,

. 1 V2
Sln(7r/4) :ﬁ = 7
1 V2
COS('ﬂ'/4) ﬁ = 7
1
tan(mw/4) = =1= =1
(77) On s’intéresse a un triangle équilatéral.
1 1 1 h
1 1/2

2
Par le théoréme de pythagore, on a h? + (%) = 12, c’est-a-dire, h = @

Ainsi,
sin(7/3) = \[1/ 3/2 ‘f
cos(n/3) =22 = 1
tan(m/3) :‘{%2 =3

En changeant la perspective dans le triangle de droite, et en se concentrant sur ’angle
qui a été coupé en 2 par la hauteur, on obtient également

sin(m/6) = 1{2 %
cos(m/6) = \[1/2 \ég

12 V3
an(n/6) =775 =5

Proposition 0.51 (Quelques estimations utiles sur les fonctions trigonométriques).
On a

(i) pour tout x € R,
[sin(z)] < |2,
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(i) pour tout x € -5, 5[ \{0},

cos(z) < sin(x)

<1
x

Démonstration. Soit x € ]0, % [. Considérons la figure suivante.

B
'{an(x)

Vu que le triangle OPA est inclu dans le secteur de disque OPA qui est inclu dans le
triangle OPB et que les aires respectives de ces figures sont données par

B sin(x), 2% 3 tan(x).
On déduit pour tout z € ]0, 5|,
0 <sin(z) < z < tan(z) (0.51.1)
(i) Siz =0, on a |sin(z)| =0 et |z| = 0 et donc,
|sin(z)| < |z|.
Si z €10, %[, on déduit de (0.51.1)),
|sin(z)| = sin(z) <z = |z,

qui est le résultat dans ce cas.
Sixe]—%,0[, onasin(z) <0 etz <0, donc, & nouveau par (0.51.1)),

. . . —a€]0.5]
|sin(z)| = —sin(z) =sin(—z) < —z= |z,

qui est le résultat voulu dans ce cas.
Pour finir, si # ¢ |-5,5[, on a |z| > 5 > 1, et donc,

|sin(z)] <1<

qui est le résultat voulu dans le dernier cas et termine la démonstration de ce point.
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(#) Siz €]0,%[, en divisant (0.51.1]) par sin(x) qui est positif, on obtient.

T 1

1< sin(z) ~ cos(x)’

En prenant 'inverse de ces identités, on en change 'ordre et on déduit

cos(z) < sin(z) <1.
x
Pour finir, si z € |-%,0],
—2€]0.2] qin(—r) —7€]0. %[
cos(x) = cos(—z) < 2! sin(~2) < 1
—x
En utilisant que
sin(—z)  —sin(z)  sin(x)
- -z oz

on obtient le résultat.

Définition 0.52 (Exponentielle et logarithme).
On définit I’exponentielle exp: R — R, par

ou
T k
= 1i 1+ — .
exp(z) k;fﬂo( +k)

On ne montre pas ici que les deux limites sont les mémes. On écrit également exp(z) = e*

car si e est la constante d’Euler

1 k
e = lim (1 + ) ,
k—o00 k
on a pour tout n € Z,
exp(n) = e,

ou le membre de droite est le nombre e a la puissance n comme définit dans la section
L’exponentielle est inversible et on définit donc le logarithme comme son inverse log: R} —
R telle que pour tout = € R, el°2() = z et pour tout = € R, log(e®) = .

Remarque 0.53. (i) On peut se servir des propriétés de I'exponentielle et du logarithme
pour définir a® ol a est un réel strictement positif et b est un réel :

ab _ eb log(a).

Si a > 0, on définit I'inverse de a® par log,(z).

(77) Dans certains ouvrages, la notation log est réservée a 'inverse de la fonction 10*
tandis que In est utilisée pour l'inverse de e*. Dans ce polycopié, 'inverse de 10% est
noté log;, et log = log, est réservé a l'inverse de e*.

Proposition 0.54.
Pour tous a,b,x,y >0 etr €R, on a
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. log, (x
(vi) logy(x) = %.

Démonstration. On rappelle que y = log,(x) est 'unique nombre tel que a¥ = z.

(i) On a a® = 1, donc log, (1) = 0.

1

On a a" = a, donc log,(a) = 1.

On a @'°8(@)Hog. () = gloga(@)gloga(¥) — 2y donc log, (zy) = log, (x) + log,(y).

)
)
(iv) On aa=108(®) = L — 3 donc log, (%) = —log,(z).
)
)

a10ga ()

On a a” 0% () — (aloga(x))r = 2", donc log,(z") = rlog,(z).

(vi) On a
logg () logq () logg (x)
blosa(®) — (alOgu(b)) Pga®) _ o108 (O) 15t — gloga(@) — 4
s N _ log,(x)
D’ou, log,(x) = Tog ()"

0.6 Techniques de démonstration

Exemple 0.55 (Démonstration par I’absurde).
Pour montrer qu’un énoncé A est vrai, on peut supposer que A est faux et montrer qu’alors
quelque chose qu’on sait vrai est faux. En d’autres termes, si il existe un énoncé B tel que

-A = (B et -B),

alors, A est vrai.

Ce principe de démonstration n’a pas de preuve, car il fait en réalité partie des axiomes de
la logique. Mais on peut s’en convaincre.

Si en supposant que quelque chose est vrai, on en déduit quelque chose de faux, c’est que
nécessairement, n a "fait une erreur". Si nos déductions ne contiennent pas d’erreur, c’est
que nécessairement 'erreur vient de I’hypotheése supplémentaire qu’on s’est donnée (ce
qu’on a supposé vrai) doit étre fausse.

Montrons par exemple le résultat suivant par contradiction :

Soit x € R\Q et y € Q. Alors, z +y € R\Q.

Supposons par 'absurde que z + y € Q. Alors, par hypotheése, il existe a,b € Z tels que

_a
a:—i—y—g.

De plus, vu que y € Q, il existe ¢, d € Z tels que

¢

V=g

Ainsi,

B _a ¢ _ad—bc
TEERY YT T b

et donc x € Q ce qui est absurde.
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Proposition 0.56 (Démonstration par contraposée).
Soient A et B des énoncés. Alors, montrer que A = B est équivalent d montrer -B = —A.

Démonstration. On montre que les valeurs de vérité des énoncés A = B et =B = —A en
fonction des valeurs de vérité de A et des valeurs de vérité B sont les mémes (voir annexe
page 239 pour comprendre ce qu’est une table de vérité.)

La seule facon pour que I'implication A = B soit fausse est que A soit vrai et B soit faux,
c’est-a-dire, 7(A = B) = A et ~B. Ainsi,

A= B=--(A= B)
:ﬁ(A et ﬁB)

=-A ou B.

La table de vérité de A = B est donc
EN

|A=B

B
|4 V
F F
|4
F

V
V

BN

D’un autre coté, la table de vérité de =B = —A est

(A|B[A[-B]-B=-A

ViV F | F |4
VIF| F |V F
Fy\vyv|F |4
FI\F(|V |V |4

Les deux tables de vérités étant les mémes, les implications sont équivalentes.

Une autre fagon de démontrer ceci est de prouver que si =B = —A est vrai, alors A = B
est vrai également par ’absurde.

Supposons donc que =B = —A et que I'implication A = B est fausse, c’est-a-dire qu’il
existe des énoncés A et B tels que A est vrai et B est faux. Mais vu que B est alors faux,
on a que —B est vrai. Ainsi, par hypotheése, on a que —A est vrai ce qui est absurde car on
a alors que A et —A sont tous deux vrais. O

Remarque 0.57.

Toutes les démonstrations par contraposée peuvent étre adaptées en démonstrations par
I’absurde. Par contre, pas toutes les démonstrations par 'absurde peuvent étre adaptées
en démonstration par contraposée.

Théoréme 0.58 (Démonstration par récurrence, par induction).

Soit ng € N et P(n) un énoncé qui dépend de n € N tel que
(i) P(ng) est vrai. (Ancrage)
(ii) pour tout n > ng, si P(n) est vrai, alors P(n + 1) est vrai aussi.(Pas de récurrence)

Alors, pour tout n > ng, P(n) est vrai.

Démonstration. Soit A={n €N : n>mng et P(n) est faux}.
Montrons par contraposée que A est vide. On suppose donc que A # ) et on montre
qu’alors, soit P(ng) est faux soit il existe n > ng tel que P(n) est vrai et P(n+ 1) est faux.
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Vu que A est un sous-ensemble non-vide de N il a un plus petit élément, disons 7. (Attention,
ceci est une propriété des sous-ensemble de N qu’on ne démontre pas mais dont on peut se
convaincre. C’est faux en général pour des ensembles de nombres réels quelconques, voir la
section [1.2])

On distingue deux cas.

Cas 1 : 1 = ny.

Dans ce cas, on a que P(m) = P(ng) qui est faux, qui est ce qu'il fallait démontrer.

Cas 2 : > nyg.

Dans ce cas, on a n : =7 — 1 > ng. Et, vu que 7 est le plus petit élément de A, on a
nécessairement que n ¢ A, c’est-a-dire P(n) est vrai. Ainsi, on a P(n) vrai et P(n+1) = P(m)
est faux qui est ce qu’il fallait démontrer. O

Exemple 0.59. (i) Montrons que pour tout n € N et z # 1,

" 1 — antl

>t =

P 1—=x

Ancrage : On montre que 1’égalité est vraie pour n = 0.

Or, si n = 0, le membre de gauche est 2 = 1 et le membre de droite est %i—i =1.0n

a donc bien
0 0+1

Zxkzl—x

b 1—z

Pas de récurrence : On suppose que 1’égalité est vraie pour n et on montre qu’elle est
alors vraie pour n + 1, c’est-a-dire, on suppose que

n
1— $n+1
>t = (H.R.)
—x
k=0
et on montre que
n+1 1 — pnt2
>t =
b 1—=2x
On a
n+1 n
Zxkzzxk""xnﬂ
k=0 k=0
1— xn—‘rl
H:R - + :L,n+1
1 xn—&-l + (1 _ :L‘)fL‘n+1
1—=z

1— xn+2
o l-x
Par le principe de récurrence, on a le résultat.

(#) Montrons que pour tout n € N*,
" 1
> kS = ZnQ(n +1)2
k=1
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(i)

Ancrage : On montre que 1’égalité est vraie pour n = 1.

Or, si n = 1, le membre de gauche est Z}C:l k3 = 1 et le membre de droite est
111(1 4+ 1)2 = 1. On a donc bien

Zk3 1+1)%

Pas de récurrence : On suppose que 1’égalité est vraie pour n et on montre qu’elle est
alors vraie pour n 4 1, c’est-a-dire, on suppose que

" 1
Z k> = —n?(n+1)* (H.R.)
4
k=1
et on montre que
n+1 1
S k= 1+ 1D (n+2)
k=1
On a
n+1 5 H. 1 1
Sk = Zk?’ +(n+1)? = Zn?(n+1)2+(n+1)3: (n+ 1) (4n2+n+1>

1 1
=+ D2(n* +4n+4) = i 1)2(n+2)%,

qui est le résultat voulu.

Montrons que pour tout n € N* et pour tout x > —1,
(I1—-2)">1+ nz.

Ancrage : On montre que I'inégalité est vraie pour n = 1.

Or, si n = 1, le membre de gauche est (1 + z)! = 1+ 2 et le membre de droite est
1+ 1z =1+2. Onadonc (1+2)' =1+ 1z, ce qui implique

(1+z)'>1+ 1z

Pas de récurrence : On suppose que I'inégalité est vraie pour n et on montre qu’elle
est alors vraie pour n + 1, c’est-a-dire, on suppose que

(14+2)">14+nx (H.R.)

et on montre que
(14+2)" >14 (n+ 1)z

On a
I+ =1+2)"(1+z)> (A +ne)(1+z)=1+nz+x+na?
——— —— \>6"
H.R. >0 2z
> 1+nx
>1+4+ (n+ 1)z,

qui est le résultat voulu.
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(iv) Montrons que pour tout n € N*, (2n + 1)? — 1 est divisible par 8.
Ancrage : On montre que si n = 1, (2n 4+ 1)? — 1 est divisible par 8.
Ona (2n+1)2—1=(2+1)3—1=9—1 =8 qui est bien divisible par 8.
Pas de récurrence : On suppose que la propriété est vraie pour n et on montre qu’elle
est alors vraie pour n + 1, c’est-a-dire, on suppose que

3k € N tel que (2n +1)? — 1 = 8k (H.R.)

et on montre que
31 € N tel que (2n+3)%2 —1 =38l.

Par hypothése de récurrence, (H.R.), soit k¥ € N tel que (2n + 1)2 — 1 = 8k et
définissons | = k +n + 1. Alors,

2n+3)2—1=(2n+1)+2%*-1=2n+1)2+42n+1)+4—-1
=2n+ 1) —1+4(2n+2) =8k +8(n+1)=8(k+n+1) =8,

qui est le résultat voulu.
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Chapitre 1

Les nombres réels

1.1 Rappels

Définition 1.1 (Les réels R).
R est la droite réele. On peut la voir comme ’ensemble des nombres a virgules

T =a,ajasas---
ou a € Z et pour tout k > 1, a;, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. De plus, par convention
T =a,a1az - ak—10;99999999 - - - = a,ajas - - - ax_1(ax + 1)00000000 - - -

Définition 1.2 (valeur absolue).
La valeur absolue est une fonction |- |: R — R définie par

x sizx >0
]x\: —xr sixz<O0.

Proposition 1.3.
Pour tous x,y e R et ¢ >0, on a

(i) © < x|
(ii) |x| < ¢ si et seulement si —c < x < ¢

(iii) |x| =0 si et seulement si x =0

(iv) | — x| = |x]
(v) |lzyl = |yl
(vi) |x £y| < |z|+ |y (inégalité du triangle)
(vii) |x +y| > |lz| — |yl (inégalité du triangle inverse)

Démonstration. (i) On distingue rapidement deux cas. Si x > 0, = |z| ce qui implique
en particulier que z < |z|. Siz <0, on a |z| = —z > 0, d’ol, z < 0 < |z|, qui est le
résultat voulu.

(#) On distingue deux cas :
Cas 1 :x2>0.

Dans ce cas |z| = z. Ainsi, si on suppose que |z| < ¢, on a

0<z<e
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Vu que —c < 0, on déduit
0

—C

IN
IN
IN

C.

x
Réciproquement, si on suppose que —c < z < ¢, alors,
—c<z=|z|<c,

ce qui montre le résultat dans ce cas.

Cas 2 : x <.

Dans ce cas, x| = —z. Ainsi, si on suppose que |z| < ¢, on a —z < ¢. En amplifiant
cette inégalité par —1, on trouve

—c<zx<0<ec

Réciproquement, si on suppose que —c < = < ¢, en amplifiant ces inégalités par —1,
on trouve
—c< —x=|z| <g¢

qui est le résultat voulu dans ce cas.

Six =0, on a |z|] = 0 par définition. Réciproquement, si |z| = 0, par le point
précédent on obtient 0 < x < 0 ce qui n’est possible que si x = 0.

On distingue rapidement trois cas. Si z =0, on a —z =0 et donc |z| =0 = | — z|. Si
x>0, —r<0etdonc |z|]=2=|—2z|.Siz <0, —x >0 et donc |z| = -z =]|—z|

On distingue 4 cas.
Cas 1 : 2,y > 0.
Dans ce cas, on a zy > 0. Ainsi, |z| =z, |y| =y et |zy| = zy, d’ou,

lzy| = zy = |z[|y].

Cas 2 :x<0ety>0.
Siy = 0, Iégalité se réduit & 0 = 0 qui est vrai. Si y > 0, on a zy < 0 et donc
|zy| = —xy. On déduit

[zyl = —xy = (—2)y = [=[|y|

Cas 8 :x>0ety<O.

La démonstration dans ce cas est exactement la méme que dans le cas précédent avec
les roles de x et y inversés.

Cas 4 :x,y <O.
Dans ce cas, zy > 0 et donc |zy| = zy. On déduit

lzy| = 2y = (—2)(~y) = |z[ly|.

On commence par montrer |z + y| < |z| + |y|.

On pourrait montrer le résultat en distinguant plein de cas en fonction du signe de z,
x et x +y. On propose une démonstration un peu plus astucieuse. On commence par
montrer que Vz € R, 22 = |z|?. En effet, si > 0, on a z = |z| et donc 2% = |z|?. Si
r <0, |z]?> = (—z)? = 22, ce qui montre que Vz € R, 22 = |z|%.

Maintenant, on constate

(lz] + [y)? = |z + 2[z|ly| + |y|* = 2* + 2|z||y| + y°.
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Par des points précédents, on a |z||y| = |xy| > xy. D’ou, on déduit
(Jz[+y)? > 2® + 22y +y° = (x + y)? = |z + y[*.
En prenant la racine des deux c6tés, on a le résultat.
Pour finir la démonstration de ce point, on constate que
[z =yl =z + (=y)| < lz|+| =yl = [=[ +[y]
qui est le résultat voulu.

(vit) On commence par montrer |z + y| > ||z| — |y||. On a, par I'inégalité du triangle,

2| =z +y—y| <|z+y|+ |yl
lyl =ly +z — 2| < |z +y| + ||

ce qui implique
—lz+yl < lz[ =yl < |z +yl.

Ainsi, par un point précédent, on a
| = Jyll < [z +yl,

qui est le résultat.
Pour finir,
lz —yl =z + (=y)| = llz| = [ =yl = [l=z| = [y]],

qui termine la démonstration de ce point.

Définition 1.4 (Intervalle).
Un intervalle est un sous-ensemble de R ayant la forme

la,b[={x €R : a <z <b}
la,+oo[={z €R : a <z}
| —oo,b[={zx €R : =z <b}
] — 00, +o0[=R
la,a[=0

[a,b] ={z € R : a <z <b}
[a,+oo[={z €R : a <z}
| =00, ={zeR : z<b}
[a,b[={z €R : a <z <b}
la,b) ={z € R : a <x <b}.
Les intervalles suivants sont dits intervalles ouverts : |a, b[, ]a,+oo[, | —00,b[, R, 0.
Les intervalles suivants sont dits intervalles fermés : [a,b], [a,+oo[, | — 00,b], R, 0.

En particulier, R, () sont & la fois ouverts et fermés, et [a,b[, |a,b] ne sont ni ouverts ni
fermés.
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1.2 Suprémum, infimum, maximum et minimum

Définition 1.5 (minoré, minorant, majoré, majorant, borné).
Soit A C R un ensemble non-vide.

(7)) x € R est un minorant de A si
Va € A, v <a.
(it) = € R est un majorant de A si
Ya € A, © > a.
(7i) On dit que A est minoré si il admet un minorant, c’est-a-dire,
dr € R, tel que Va € A, = < a.
(iv) On dit que A est majoré si il admet un majorant, c’est-a-dire,
dr € R, tel que Va € A, = > a.
(v) On dit que A est borné si il est a la fois minoré et majoré, c’est-a-dire,
Jr,y € R, telque Va € A, x < a <y.

Remarque 1.6. (i) Un majorant M d’un ensemble A n’est pas nécessairement un élément
de A.

Un minorant m d’un ensemble A n’est pas nécessairement un élément de A.
(77) Si il existe un majorant (respectivement un minorant) alors il en existe une infinité.

En effet, si x est majorant (respectivement un minorant), alors pour tout y > x
(respectivement y < x) y est aussi un majorant (respectivement minorant).

Exemple 1.7. (i) N est minoré mais pas majoré. En effet, si z = 0 alors, pour tout
n €N,
0<n.

Par contre, N n’est pas majoré. Pour montrer ceci, on doit montrer
Vy € R, In € N tel que n > y.

En effet, si y € R est quelconque, considérons n = [|y|] + 1. Alors, n € N et

y <yl <Tlyll <[lyll +1=n.

(it) Soit A ={a € R : ala] < 2}. Montrons que A est majoré mais pas minoré. Dans ce
genre de situation, il faut commencer par réécrire notre ensemble pour mieux pouvoir
travailler.

On s’intéresse & la condition ala| < 2. On distingue deux cas :

Cas 1 :sia >0, la condition s’écrit a® < 2 ce qui est équivalent & a < v/2.

Cas 2 : sia < 0, la condition s’écrit —a? < 2, ce qui est toujours vrai vu que —a? < 0.
En regroupant nos deux cas, on obtient que a|a| < 2 si et seulement si a < v/2. Notre
ensemble est donc

A={aeR : a<V2}.
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On déduit donc que z = /2 est un majorant de A car pour tout a € A, a < v/2.

On montre pour finir que A n’est pas minoré. Pour ceci, on doit montrer
Yy € R, da € A tel que a < y.
Soit donc y € R quelconque et a = —|y| — 1. Alors, a < 0 < /2, d’olta € A et
y=—lyl>—lyl-1=aq,
qui est le résultat voulu.
Proposition 1.8.
Soient AC B CR, A# (. Alors,

(i) si B est minoré, A est minoré.

(ii) si B est majoré, A est majoré.

Démonstration. (i) Supposons que B soit minoré, c’est-a-dire, il existe x € R tel que
pour tout b € B, © < b.

On doit montrer que pour tout a € A, < a. Or, vu que A C B, quelque soit a € A,
on a a € B. En particulier, vu que x est un minorant de B, on a = < a, ce qui montre
que x est aussi un minorant de A qui est le résultat voulu.

(7) Supposons que B soit majoré, c’est-a-dire, il existe x € R tel que pour tout b € B,
x > b.

On doit montrer que pour tout a € A, x > a. Or, vu que A C B, que quelque soit
a € A, on aa € B. En particulier, vu que = est un majorant de B, on a x > a, ce
qui montre que x est un majorant de A qui est le résultat voulu.

0

Théoréme 1.9.
Soit ACR, A#0.

(i) Si A est minoré, il existe un plus grand minorant. C’est-a-dire il existe un unique
minorant m tel que si x est un minorant de A, on a m > x.

(i) Si A est majoré, il existe un plus petit majorant. C’est-a-dire il exriste un unique
majorant M tel que si x est un majorant de A, on a M < x.

La démonstration de ce résultat est omise.

Définition 1.10.
Soit A C R, A # (.

(7) Si A est minoré, le plus grand minorant est apppelé I'infimum de A et on le note
inf A.

(it) Si A est majoré, le plus petit majorant est appelé le suprémum de A et on le note
sup A.

Théoréme 1.11 (caratérisation du suprémum et infimum).
Soit ACR, A#0.

(i) x =inf A si et seulement si

Va € A, x < a (z est un minorant de A) et Ve >0, Ja € A tel que a < x+-e.
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(i)

x =sup A si et seulement si

Va € A, x > a (v est un majorant de A) et Ve >0, Ja € A tel quea > x—¢.

Démonstration. (i) Par définition = = inf A si et seulement si = est un minorant et que

(i)

c’est le plus grand minorant. On doit donc montrer que pour un minorant x, étre le
plus grand minorant est équivalent a

Ve >0, dJa€ Atel quea <z +e.

Commencons par supposer que z est le plus grand minorant et soit € > 0 quelconque.
Vu que z est le plus grand minorant, z+¢ ne peut pas étre un minorant. Par définition,
 + ¢ n’est pas un minorant veut dire, qu’il existe a € A tel que a < x + ¢, ce qui
montre la premiere partie du résultat.

Réciproquement, supposons que Ve > 0, da € A tel que a < = + ¢ et montrons que x
est le plus grand minorant. Par ’absurde, supposons qu’il existe un minorant y > x
et posons € = Y57 > 0. Alors, par hypothese, il existe a € A tel que

a<zr+e<z+2=y,

ce qui contredit le fait que y est un minorant.

Par définition x = sup A si et seulement si x est un majorant et que c’est le plus
petit majorant. On doit donc montrer que pour un majorant x, étre le plus petit
majorant est équivalent a

Ve >0, dJa€ Atelquea >z —e¢.

Commencons par supposer que x est le plus petit majorant et soit € > 0 quelconque.
Vu que z est le plus petit majorant, x —e ne peut pas étre un majorant. Par définition,
x — ¢ n’est pas un majorant veut dire, qu’il existe a € A tel que a > x — ¢, ce qui
montre la premiere partie du résultat.

Réciproquement, supposons que Ve > 0, da € A tel que a > x — £ et montrons que x
est le plus petit majorant. Par I’absurde, supposons qu’il existe un majorant y < x et
posons € = L;y > (. Alors, par hypothese, il existe a € A tel que

az>xr—e>x—2=y,

ce qui contredit le fait que y est un majorant. ([l

Exemple 1.12.
Reprenons les exemples [I.7] page [35
(i) On a vu que N est minoré. Montrons que inf N = 0. On a déja vu que 0 est un

minorant de N, il nous reste donc a montrer que
Ve >0, neNtelquen <0+e=c¢.

Soit donc € > 0. En prenant n =0, on an € N, et n < ¢, ce qui montre que 0 = inf N.

(i) Soit A={a €R : a<+/2}. On a vu que A est majoré. Montrons que sup A = /2.

On a déja vu que v/2 est un majorant de A. Montrons encore que

Ve > 0, EIaEAtelqueaZ\/i—e.
Soit donc € > 0. En prenant a = \/5—%, onaa< 2 dot,a€ Aeta>2—¢,ce
qui montre que V2 = sup A.
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Proposition 1.13.
Soit AC B, A# (. Alors,

(i) si B est minoré, inf A > inf B.
(ii) si B est majoré, sup A < sup B.

Démonstration. (i) Comme vu dans la démonstration de la proposition page
n’importe quel minorant de B est un minorant de A. En particulier, inf B est un
minorant de A. Vu que inf A est le plus grand des minorants de A, on a inf A > inf B,
qui est le résultat voulu.

(7) Comme vu dans la démonstration de la proposition , page n’importe quel
majorant de B est un majorant de A. En particulier, sup B est un majorant de A.
Vu que sup A est le plus petit des majorants de A, on a sup A < sup B, qui est le
résultat voulu.

Définition 1.14.
Soit A C R, A # 0.

(i) On dit que A admet un minimum si Im € A tel que Va € A, a > m. On note alors
m = min A.

(it) On dit que A admet un mazimum si AM € A tel que Va € A, a < M. On note alors
M = max A.

Remarque 1.15. (i) On peut reformuler : A admet un maximum (respectivement un
minimum) si un élément de A est un majorant (respectivement minorant) de A.

(7) On peut voir que A admet un maximum (respectivement un minimum) si et seulement
si sup A € A (respectivement inf A € A). On a alors max A = sup A (respectivement
min A = inf A).

(757) Un ensemble fini admet toujours un maximum (le plus grand de ses éléments) et un
minimum (le plus petit de ses éléments).

(7v) Un sous-ensemble de N a toujours un minimum.

Exemple 1.16.
Reprenons les exemples ci dessus.

(i) OnaminN = 0. En effet, on a vu que 0 = inf N. Vu que 0 € N, on a inf N = min N = 0.
(i) Soit A={a €R : a < +/2}. Alors A n’admet pas de maximum. En effet, on a vu
que sup A = /2. Mais vu que /2 ¢ A, A n’admet pas de maximum.
Notation 1.17.
Soit A C R, A # (.
(7) Si A n’est pas minoré, on écrit inf A = —oo.
(it) Si A n’est pas majoré, on écrit sup A = +00.
Remarque 1.18.

Le fait qu’on écrit sup A = 400 (respectivement inf A = —o0) ne veut pas dire que le
suprémum de A (respectivement U'infimum de A) existe.

Exemple 1.19 (les intervalles).
Soient a,b € R, a < b.

(7) L’intervalle I =la,b] est borné. On a inf I = a, sup I = b. L’intervalle I n’admet pas
de minimum ni de maximum.
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(it) L’intervalle I =|a,+oo[ est minoré mais pas majoré. On a inf I = a. L’intervalle I
n’admet pas de minimum ni de maximum. On peut écrire dans ce cas sup I = +o00.

(7i) L’intervalle I =] — 0o, b[ est majoré mais pas minoré. On a sup I = b. L’intervalle 1
n’admet pas de minimum ni de maximum. On peut écrire dans ce cas inf I = —oo.

(iv) L’intervalle I = R n’est ni minoré ni majoré. L’intervalle I n’admet pas de minimum
ni de maximum. On peut écrire dans ce cas inf I = —oo et sup I = 4o0.
(v) L’intervalle I = [a,b] est borné. On a inf I = a, supI =b. Vu que inf I,supl € I,
admet un minimum et un maximum. On a min/ = a, max [ = b.
(vi) L’intervalle I = [a, 400 est minoré mais pas majoré. On a inf I = a. Vu que inf I € I,
I admet un minimum. On a min/ = a. On peut écrire dans ce cas sup I = +o0.
(vii) L’intervalle I =] — o0, b] est majoré mais pas minoré. On a sup I = b. Vuquesup! € I,
I admet un maximum. On a max I = b. On peut écrire dans ce cas inf I = —oo.
(viii) L’intervalle I = [a,b] est borné. On a infI = a, supl = b Vu que infl € I et
supl ¢ I, I admet un minimum mais pas un maximum. On a min [ = a.
(iz) L’intervalle I =]a,b] est borné. Onainfl =a,supl =bVuqueinfl ¢ Ietsupl € I,
I admet un maximum mais pas un minimum. On a max [ = b.

Proposition 1.20 (Caractérisation des intervalles).
Un ensemble E C R non-vide. Alors, E est un intervalle si et seulement si pour tous
a,b € E tels que a < b, [a,b] C E.

Démonstration. On commence par supposer que E est un intervalle. On devrait distinguer
les 9 cas d’intervalles non vides, on n’en fait qu'un seul, les autres sont similaires. On
montre le résultat dans le cas ot E =|z,y[. Si a,b € E sont tels que a < b considérons
z € [a,b] quelconque. Alors,

r<a<z<b<y.

En particulier, x < z < y et donc par définition, x € E Vu que z est quelconque, on a le
résultat.

Passons a la contraposée. On distingue 9 cas.

Cas 1 : E n’est ni majoré ni minoré.

Montrons qu’alors, £ = R. Soit donc z € R quelconque. Vu que F n’est pas majoré, on a

VC e R, 3be E tel que b > C.

En particulier, pour C' = z, il existe b € E tel que b > x. De plus, vu que E n’est pas
minoré, on a
VC € R, da € F tel que a < C.

En particulier, pour C' = x, il existe a € E tel que a < x. Ainsi, a < z < bet a,b € E. Par
hypothese, on a donc
x €la,b|C [a,b] C E,

ce qui montre que x € E. Vu que x est quelconque, on a R C F. L’inclusion E C R étant
triviale, on déduit £ = R, ce qui est le résultat voulu dans ce cas.

Cas 2 : E est minoré, inf E ¢ E et E n’est pas majoré.

Montrons qu’alors, £ =]inf F, +o00[ par double inclusion.

On commence par montrer que E C]inf E, +oo[. Soit donc = € E quelconque. Vu que inf F
est un minorant de F, on a inf £ < z. Vuque z € E et inf E ¢ FE, on a = # inf F et donc,
x > inf E. Par définition, ceci implique que z €]inf E, +00[. = étant quelconque, on a bien
que E Clinf E, 4+00|.
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Montrons maintenant que | inf E, +o0o[C E. Soit donc x €]inf F, +00[ quelconque. On a par
définition que x > inf E. Soit donc ¢ = x — inf £ > 0. Par la caractérisation de 'infimum
(voir théoréme m page , on a qu’il existe a € E tel que

a<infFE +¢e=uzx.
De plus, vu que E n’est pas majoré, on a
VC € R, dbe€ E tel que b > C.

En particulier, pour C = x, il existe b € E tel que b > x. Ainsi, a < x < bet a,b € E. Par
hypothese, on a donc
z € [a,b][C [a,b] C E,

ce qui montre que z € E. Vu que z est quelconque, on a |inf E, +oo[C E.

Les deux inclusions montrent bien que E =|inf E, +o0].

Cas 3 : E est minoré, inf £ € E et E n’est pas majoré.

Montrons qu’alors, E' = [inf E, +o00[ par double inclusion.

On commence par montrer que E C [inf E, +o00[. Soit donc z € E quelconque. Vu que inf F
est un minorant de E, on a inf ' < z. Par définition, ceci implique que z € [inf F, +o00[. =
étant quelconque, on a bien que E C [inf E, +oo|.

Montrons maintenant que [inf E, +oo[. Soit donc x € [inf E, +oco[ quelconque. On a alors
inf ¥ € F et inf E < z. De plus, vu que F n’est pas majoré, on a

VYC € R, db€ E tel que b > C.

En particulier, pour C' = z, il existe b € E tel que b > x. Ainsi, inf F <z < betinf E,b € E.
Par hypothese, on a donc
z € [inf E,b[C [inf E,b] C E,

ce qui montre que = € E. Vu que z est quelconque, on a [inf E, +oo[C E.

Les deux inclusions montrent bien que F = [inf F, +00].

Cas 4 : E n’est pas minoré, E est majoré et sup F ¢ E.

Montrons qu’alors E =| — oo, sup E[ par double inclusion.

On commence par montrer que E C] — oo, sup E[. Soit donc z € E quelconque. Vu que
sup E est un majorant de E, ona z <supFE. Vuquex € Eet supE ¢ F, on a z # sup F
et donc, z < sup E. Par définition, ceci implique que x €] — 0o, sup E[. x étant quelconque,
on a bien que E C] — oo, sup EI.

Montrons maintenant que | — oo, sup E[C E. Soit donc = €] — oo, sup E[ quelconque. On
a par définition que x < sup F. Soit donc € = sup E — z > 0. Par la caractérisation du
supremum (voir théoréme m, page , on a qu’il existe b € E tel que

b>supFE —c==x
De plus, vu que E n’est pas minoré, on a
VC € R, da € E tel que a < C.

En particulier, pour C = x, il existe a € E tel que a < z. Ainsi, a < z < bet a,b € E. Par
hypothese, on a donc
x €la,b] C [a,b] C E,

ce qui montre que = € E. Vu que z est quelconque, on a | — oco,sup E[C E.
Les deux inclusions montrent bien que E =] — oo, sup E].
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Cas 5 : E n’est pas minoré, F est majoré et sup E € E.

Montrons qu’alors E =| — oo, sup E] par double inclusion.

On commence pas montrer que F C]—o00, sup F]. Soit donc x € E quelconque. Vu que sup F
est un majorant de E, on a z < sup E. Par définition, ceci implique que x €] — oo, sup E|.
x étant quelconque, on a bien que E C| — oo, sup E.

Montrons maintenant que | — oo, C E] C E. Soit donc x €] — 00, C E] quelconque. On a
alors sup E € E et x < sup E. De plus, vu que E n’est pas minoré, on a

VC € R, da € F tel que a < C.

En particulier, pour C' = z, il existe a € E tel que a < z. Ainsi, a < x < sup FE et
a,sup E € E. Par hypothese, on a donc

x €la,b] C [a,b] C E,

ce qui montre que x € E. Vu que z est quelconque, on a | — oo, sup E[C E.

Les deux inclusions montrent bien que E =] — oo, sup E/.

Cas 6 : E est borné, inf E ¢ F et supE ¢ E.

Montrons qu’alors E' =|inf E, sup E[ par double inclusion.

On commence par montrer que E C|inf E,sup E|. Soit donc x € E quelconque. Vu que
inf F est un minorant de E et sup E est un majorant de F, on a inf £ < x < sup F. De plus,
viquex € E,infE¢ EetsupFE ¢ F,onainf F # x # sup E et donc inf £ < z < sup E.
Par définition, ceci implique que z €]inf E,sup E[. x étant quelconque, on a bien que
E Clinf E,sup E|.

Montrons maintenant que |inf E, sup E[C E. Soit donc z €]inf F, sup E[ quelconque. On a
par définition que inf £ < x < sup F. Soit donc ey =x —inf E > 0et eg =supE —z > 0.
Par la caractérisation de l'infimum et du supremum (voir théoréme m page , on a
qu’il existe a,b € E tels que

a<infE+e ==z
b>supF —ey = .

Ainsi, a < x < bet a,b € E. Par hypothese, on a donc
z€la,b] CFE

ce qui montre que = € E. Vu que z est quelconque, on a |inf E,sup E[C E.

Les deux inclusions montrent bien que E =|inf E, sup E|.

Cas 7 : E est borné, inf E € E et supE ¢ E.

Montrons qu’alors, E = [inf E, sup E[ par double inclusion.

On commence par montrer que E C [inf E,sup E[. Soit donc = € E quelconque. Vu que
inf £/ est un minorant de F et sup £ est un majorant de F, on a inf £ < x < sup FE. De
plus, vuque z € FetsupE ¢ E,on a x # sup E et donc inf E < x < sup E. Par définition,
ceci implique que z € [inf F, sup E[. x étant quelconque, on a bien que E C [inf E,sup E|.
Montrons maintenant que [inf E,sup F[C E. Soit donc = € E quelconque. On a par
définition que inf F < z < sup E. Soit donc € = sup E — x > 0. Par la caractérisation du
supremum (voir théoréme m, page , on a qu’il existe b € E tel que

b>supFE —e=u=x.
Ainsi, inf E <z < bet inf £,b € E. Par hypothese, on a donc

xz €[inf B0 C E
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ce qui montre que x € E. Vu que z est quelconque, on a [inf E,sup E[C E.

Les deux inclusions montrent bien que E = E = [inf F, sup E.

Cas 8 : E est borné, inf E ¢ EetsupE € E.

Montrons qu’alors, E' =]inf F, sup E] par double inclusion.

On commence par montrer que E C|inf E,sup E]. Soit donc = € E quelconque. Vu que
inf £ est un minorant de F et sup F est un majorant de ¥, on a inf E < z < sup F. De
plus, vu que x € E et inf E ¢ E, on a x # inf F et donc inf E' < x < sup E. Par définition,
ceci implique que z €]inf F,sup E]. x étant quelconque, on a bien que E C]inf F,sup E].
Montrons maintenant que |inf E,sup E] C E. Soit donc z € E quelconque. On a par
définition que inf £ < z < sup F. Soit donc € = z — inf F > 0. Par la caractérisation de
I'infimum (voir théoreme page , on a qu’il existe a € F tel que

a<infFE +¢e=ux.
Ainsi, a < x <sup F et a,sup E € E. Par hypothese, on a donc
x € |a,supE] C E

ce qui montre que = € E. Vu que z est quelconque, on a |inf F,sup E] C E.

Les deux inclusions montrent bien que E =]inf E, sup E].

Cas 9 : E est borné, inf F € F et supFE € E.

Montrons qu’alors, E' = [inf F, sup E] par double inclusion.

On commence par montrer que F C [inf E,sup E]. Soit donc = € E quelconque. Vu que
inf ¥ est un minorant de E et sup F est un majorant de F, on a inf £ < x < sup E.
Par définition, ceci implique que z € [inf E,sup E]. = étant quelconque, on a bien que
E C [inf E,sup E.

Montrons maintenant que [inf F,sup E] C E. Soit donc x € E quelconque. On a par
définition que inf £ < x <sup F.

Ainsi, inf £ < x <sup F et inf E,sup E € E. Par hypothese, on a donc

x € [inf E;supE| C E

ce qui montre que x € E. Vu que z est quelconque, on a [inf E,sup E| C E.
Les deux inclusions montrent bien que E = [inf F, sup E].

1.3 Quelques propriétés de Q C R

Théoréme 1.21. (i) Les rationnels sont denses dans R. C’est-a-dire, pour tous a,b € R
tel que a < b, il existe q € Q tel que a < g < b.

(ii) Les irrationnels sont denses dans R. C’est-a-dire, pour tous a,b € R tel que a < b, il
existe ¢ € R\Q tel que a < g < b.

La démonstration de ce résultat est omise.

Exemple 1.22.
Voyons un exemple d’utilisation de ceci. Soit A =] — 00, /2] N Q. Utilisons ce théoréme
pour montrer que sup A =+/2. Ona A={z € R : z € Q, z <+/2}. On voit ici que pour
tout x € A, x < /2, donc /2 est un majorant de A. Pour montrer que v/2 = sup 4 il nous
faut voir que

Ve >0, 3z € A tel que z > V2 — .
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Soit donc € > 0. Alors, on a /2 —e < /2. Par densité de Q dans R, on a qu'il existe ¢ € Q
tel que V2 — ¢ < ¢ < V2. Remarquons qu’alors, ¢ € A et donc on a bien montré ce qu’il
fallait pour avoir que sup A = /2.

Remarquons encore que A n’admet pas de maximum. En effet, sup A = /2 ¢ Q. Donc
sup A ¢ A et donc A n’admet pas de maximum.

Théoréme 1.23. (i) Les rationnels sont dénombrables. C’est-d-dire, il existe un fonction
bijective f: N — Q.

(ii) Les réels sont indénombrables. C’est-a-dire, il n’existe pas de fonction bijective f: N —
R.

La démonstration de ce résultat est omise.
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Chapitre 2

Le plan complexe C

2.1 Les nombres complexes et leurs représentations

Définition 2.1 (Les nombres complexes z = = + iy € C).
On définit le plan complexe par

C={z=a+1y:z,y e R}

N 2

ou* = —1.
Siz=ux+1iy € C est un nombre complexe avec x,y € R, on appelle x la partie réelle de z
et on écrit Re(z) = x. De plus, on appelle y la partie imaginaire de z et on écrit Im(z) = y.
On définit I'addition et la soustraction de nombres complexes de la facon suivante : pour
z1 = x1 + 1y1 et 29 = x9 + 1Yo deux nombres complexes,

21 + 22 =(21 + 22) +i(y1 + y2)

2129 =(T172 — Y1y2) + i(T1Y2 + T2y1).

Pour finir, on définit

C* = C\{0}.

Définition 2.2 (module, conjugué).
Soit z =z + iy € C avec z,y € R.
Le conjugué (complexe) de z, noté z est défini par

zZ=x—1y.

Le module de z, noté |z| est défini par
|z] = /22 + y2.
Proposition 2.3.

Pour tous z=x+ 1y € C avec x,y € R et z1,20 € C, on a
(i) z==z

(i) 21 + 2 =71+ %

(i) T =7

(iv) Re(z) = (2 + %) et Im(2) = 5 (2 — 2)

() z-Zz=2+y*€Ret|z| =Vz-Z

(i) 12 = |2]
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(vii) |z122] = |21]]22]
(viii) siz #0, |27 = |27}
(ix) |21 + 22| < |z1| + [22]-

Démonstration. (i) On a

F=ti)=G-w) =@ri-y)=c—i-y)=c+iy=2

(#) Soit pour k = 1,2, x;, = Re(zx) et yr = Im(z;). On a alors

z1 F z2 =(x1 + iy1 + 2 +iy2) = (1 + 22) +i(y1 + y2)
=(z1 +x2) —i(y1 + y2) =21 —iy1 + T2 — iy2 = Z1 + 22

qui est le résultat voulu.

(7i) Soit pour k = 1,2, z, = Re(zx) et yr = Im(z;). On a alors

z1 - 22 = (21 + iy1) (w2 + iy2)

=r122 — Y12 + i(21Y2 + T2Y1)

=122 — Y1y2 — i(T1Y2 + T2Y1)

=z122 — (—y1)(—y2) + i(z1(—y2) + z2(—11))
=(z1 —iy1)(z2 — iy2)

=Z1-%9
(iv) On a
1 . 1 ) ) 1
evn=totiyto—iy) = tor =2 =Re(z)
2 2 2
et
L=t oty (e—iy) = (@ tiy—z+iy) = 20y =
5 Z—E) =g l@tiy—(@—dy))=(z+iy—a+iy) = 2y=y

=1Im(z)

qui sont les résultats voulus.

(v) On a

z-Z= (v +iy)(z —iy) = 2° — (iy)? = 2% — %y =22 + ¢°

qui est bien un nombre réel. De plus, il suit de la définition du module de z que

lz| =22+ 2 =Vz-Z

2l = Vz - Z=Vzz =z

(vi) On a

(vii) On a

|2122| = V1271 = VaZiv ez = |22l

qui est le résultat voulu.
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(viii) On a
1 T — 1y z ny -y

1
r+iy| 2%+ y? 2?2 +y? 2?4y
B < T >2+( —y >2_\/x2+y2_ 11
SV Nz 42 22+yr) 224yt Va7
=l

(iz) Soit pour k = 1,2, xx = Re(zg) et yx = Im(zx). On a alors

2
(1] + [2])? = (W{ IR~ +y3)

—2? +y} + 23+ 53 + 2/ (@3 + yD) (a3 + 1)

=23 4+ i + 25 + 45 + 2\/23xd + yiy3 + 233 + 23y?
=2 +yi + a3+ 5

+ 2\/1‘%35% + y%y% + 22122112 + x%y% — 2r172Y1Y2 + :L‘%y%

=22 + 2 + 22 + 2 + 2V (w122 + y1y2) H(21ys — 2oy )

>0

>ri 4yl + 23 + y3 + 24/ (z122 + y1y2)?
=23 4+ yi + 25 + ¥ + 2/z132 + Y1y
En utilisant le fait qu’un nombre est toujours plus petit que sa valeur absolue, on
déduit
(1] + l22)® > + 47 + 25 + 43 + 2(z122 + y192)
=(21 + 22)* + (y1 + y2)*
=[(z1 + z2) + (1 + 12) |

=|z —|-22’2.

En prenant la racine des deux c6tés de I'inégalité, on a le résultat.

Remarque 2.4 (Représentation cartésienne des nombres complexes).

On peut identifier C avec le plan R? = R x R. En effet, la partie réelle d’'un nombre
complexe joue le role de la premiere composante d’un point du plan tandis que la partie
imaginaire joue le réle de la deuxieme composante. On peut donc représenter un nombre
complexe par un point du plan.
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FIGURE 2.1 — Représentation cartésienne d’un nombre complexe

Dans cette représentation, le module de z, |z| est la distance qui sépare le point z de
I’origine et prendre le conjugué correspond a faire une symétrie axiale d’axe horizontal.

z=x+1y

L’addition de nombres complexe peut aussi étre vue comme ’addition de vecteurs dans
cette représentation.
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21+ 22

21

22

Remarque 2.5 (représentation polaire des nombres complexes).

On peut aussi représenter un nombre complexe a ’aide d’une distance a ’origine r et d’un
angle .

z=x+1y

FIGURE 2.2 — Représentation polaire d'un nombre complexe

Si ¢ et r sont donnés, on retrouve le nombre complexe z & I'aide de la formule

z = rcos(p) + irsin(p) = r(cos(p) + isin(p)).

Si z est donné et qu’on cherche r et ¢, on obtient r par la formule
r=|z| = /2% + y2.
Pour ¢, une formule est, si z =z + iy # 0,

arctan (%)

s

2

arctan (%) +
3

2

arctan (%) + 27
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On obtient ainsi ¢ € [0, 27].

<2

©2

21

¥1

23

<p3 804

24

FIGURE 2.3 — Exemples d’angles ¢ pour z dans les différents cadrants du plan avec la

formule (2.5.1])

Remarquons que la question de trouver ¢ tel que

a une infinité de réponses. En effet, par 27 périodicité de cos et sin, si k € Z, on a

cos(yp) + isin(p) = cos(¢ + 2km) + isin(p + 2km)

z = |z|(cos(p) + isin(yp))

Il existe donc une infinité de formules différentes pour trouver un . Un autre exemple est

arctan (%)
s

2

arctan (%) + 7

T

arctan (%) —
s

2

On obtient ainsi ¢ €] — m,7].
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<2 <1

©2

¥1

3 P4

z3 Z4

FIGURE 2.4 — Exemples d’angles ¢ pour z dans les différents cadrants du plan avec la

formule (2.5.2])

On peut constater que nos deux formules donnent le méme résultat pour des nombres
complexes dans le demi-plan supérieur (¢ € [0,7]) et different de 27 sur le demi-plan
inférieur.

Malgré ce probléme avec la définition de ¢, la représentation polaire permet de rapidement
calculer le produit de deux nombres complexes.

En effet, si z1 = r1(cos(¢1) + isin(p1)) et zo = ro(cos(p2) + isin(p2)), alors,

2129 =r1r2(cos(p1) + isin(¢1))(cos(p2) + i sin(ps2))
=ryra(cos(p1) cos(p2) — sin(e1) sin(p2)
+ i(cos(¢1) sin(p2) + sin(p1) cos(p2)).

En utilisant les formules trigonométriques

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
on déduit
z129 = rira(cos(e1 + p2) + isin(e1 + p2)).

Or cette derniere écriture est la représentation polaire du nombre complexe z1zo avec
distance a l'origine r1ry et angle ¢1 + 2.
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21

z2
1

P2
79 ©P1

1+ P2

rir2

R1%2

FIGURE 2.5 — Représentation polaire d'une multiplication de deux nombres complexes

Définition 2.6 (argument).
Pour z € C, si ¢ € R est tel que

z = |z|(cos(¢) + isin(p))

alors, on dit que ¢ est un argument de z et on note ¢ = arg(z) de telle sorte que

‘z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))). ‘

Remarque 2.7. (i) Pour tout nombre complexe, un argument existe.

(@) Pour z € C*, Pargument n’est défini qu’a un multiple de 27 preés. Pour z = 0,
n’importe quel ¢ fait I'affaire, mais on s’intéresse rarement a ’argument de 0.

Exemple 2.8. (i) i =0+14-1=cos(n/2)+ isin(n/2). Donc 7/2 est un argument de 1.

(7i) 14 =14 47 -0 = 14(cos(0) + isin(0)), donc 0 est un argument de 14.
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(iv)

—1=—-1+1i-0=1(cos(m) + isin(m)). Donc 7 est un argument de —1.

Proposition 2.9.
Pour tous z,z1,2z0 € C, on a

(i) arg(z) = —arg(z)
(ii) arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)
(iii) si z # 0, arg(z~1) = —arg(2).

Démonstration. (i) Si z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))), alors, par définition du conju-

(i)

gue,
Z = |z|(cos(arg(z)) — isin(arg(z))).
De plus, vu que cos(—a) = cos(a) et sin(—a) = —sin(a), on déduit
Z = |z|(cos(— arg(z)) + isin(— arg(z))).
On a donc bien arg(z) = —arg(z).
La démonstration consiste a faire le méme calcul que dans la remarque :
Si z1 = |21]|(cos(arg(z1)) + isin(arg(z1))) et 2o = |22|(cos(arg(z2)) + isin(arg(z2))),
alors,
2129 =|z1||22|(cos(arg(z1)) + i sin(arg(z1)))(cos(arg(z2)) + isin(arg(z2)))
=|21]|22|(cos(arg(z1)) cos(arg(z2)) — sin(arg(z1)) sin(arg(z2))
+ i(cos(arg(z1)) sin(arg(zz)) + sin(arg(z1)) cos(arg(z2)))).
En utilisant les formules trigonométriques
cos(a + b) =cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
on déduit
2122 = |z1||22|(cos(arg(z1) + arg(z2)) + isin(arg(z1) + arg(z2))),
qui est le résultat voulu.
si z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))), alors,
o1 1
|| cos(arg(z)) + isin(arg(z))
_ 1 cos(arg(z)) — isin(arg(z))
" |2| cos?(arg(z)) + sin?(arg(z))

En utilisant que cos(—a) = cos(a), sin(—a) = —sin(a) et cos?(a) + sin?(a) = 1, on
déduit 1
1= W(COS(_ arg(z)) + isin(—arg(z))),
z
qui est le résultat voulu. ]
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Remarque 2.10.
Comme mentionné dans la remarque page [61], argument n’est défini qu’a 27 pres. La
proposition s’interpréte donc de la fagon suivante :

(7) si ¢ est un argument de z, —p est un argument de Z

(it) si p1 est un argument de z1 et 9 est un argument de z2, 1 + @2 est un argument
de z129

(7ii) si o est un argument de z, —¢ est un argument de 2z~ 1.

2.2 La fonction exponentielle, les formules d’Euler et de
Moivre

Définition 2.11 (fonction exponentielle).
On définit I’exponentielle complexe

exp: C—>C: z—¢€°

par
e” = eR°(®) (cos(Im(2)) + i sin(Im(z)))

ou encore, si z = x + 1y avec z,y € R, on a
e* = e = ¢%(cos(y) + isin(y)).
Exemple 2.12. (i) Siz € R, la définition ci-dessus coincide avec I'exponentielle réelle :
e®0 = ¢7(cos(0) 4 isin(0)) = €”

(i) e = "t = eO(cos(1) +isin(1)) = cos(1) + isin(1).
(i) ™ = O™ = eY(cos(n) 4+ isin(m)) = —1. On retrouve ainsi une célebre formule
€™ +1=0.

Remarque 2.13.
A Tlaide de I'exponentielle, on peut écrire la représentation polaire d’un nombre complexe
de facgon tres concise :

2 = |Z|€iarg(z)

Proposition 2.14.
Pour tous z,z1,20 € C et n € Z, on a

(i) o] = cRe

(7i) arg(e*) = Im(z)

(iii) e*T2nT = ¢2

(iv) sie* =e*2, alors, il existe k € Z tel que z1 = zo + 12k
(v) ef1 22 — %122

(o) ()" = e

(vii) €% = e
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(i) On peut constater que la définition de I’exponentielle complexe est

Démonstration.
la donnée d’un nombre complexe sous forme polaire :

¢* = ) (cos(Im(2)) 4 isin(Im(2))).

Comme discuté dans la remarque on a alors

’62‘ _ 6Re(z)

Revérifions quand méme a l'aide de la définition. On a

Re(e?) =eR°() cos(Im(z))

Im(e*) =R sin(Im(2)).

En utilisant la définition du module,
€ =/ (€%l cos(1m(2)))? + (Re(2) sin(Im(=)))?
=|eRe(2)] \/cos2 (Im(2)) + sin?(Im(z2)).

En utilisant le fait que ’exponenetielle réelle est toujours positive et le fait que

cos?(a) + sin?(a) = 1, on déduit

’62‘ _ eRe(z)

Comme discuté plus haut, la définition de I’exponentielle complexe est la donnée

d’un nombre complexe sous forme polaire
e* = R (cos(Im(2)) + i sin(Im(2))).

Par définition, on a donc que Im(z) est bien un argument de e* qui est le résultat

voulu.
Siz=x+iyavec z,y € R, on a
e# 2T _orHily+2nm) — 0% (cos(y 4 2n) + i sin(y + 2n))

(i)
=e”(cos(y) + isin(y)) = €7,

qui est le résultat voulu.
(iv) Sie* = e*2, on a par un point précédent
eRe(z1) — le*t]| = |e*?] = eRe(22) (2.14.1)

En prenant le log des deux co6tés, on déduit que Re(z1) = Re(z2). De plus,

el @I41) e*

:eRe(zl) - eRe(z2)

=cos(Im(z2)) + isin(Im(z2))

cos(Im(z1)) + isin(Im(z1))
En prenant la partie réelle et la partie imaginaire de la derniere équation, on déduit

qu’on doit avoir
{ cos(Im(z1)) = cos(Im(z2))
sin(Im(z1)) = sin(Im(23))

54



(vi)

(vid)

De la premiere équation, on déduit qu’il existe k € Z tel que Im(z1) = +Im(z2) + 2k
En injectant dans la deuxiéme équation, on déduit que Im(z;1) = Im(z3) + 2k7r. On
conclut donc que

z1 = Re(z1) +iIm(z1) = Re(z2) + i Im(22) + i2kw = 29 + 2k,

qui est le résultat voulu.

Si pour k = 1,2, on pose x = Re(zx) et yr = Im(zx), on a

e*te® =e*(cos(y1) + isin(y1))e™ (cos(yz2) + isin(y2))
T2 (cos(y1) cos(y2) — sin(y1) sin(y2)
+ i(cos(y1) sin(y2) sin(y1 ) cos(yz2)).

=e

En utilisant les formules trigonométriques, on obtient

21 %2 :ew1+x2(

cos(y1 + y2) + isin(yr + y2))
—eT1tati(y1+y2)

ere

= %l +22’

qui est le résultat voulu.

On sépare la démonstration en 3 étapes.

FEtape 1 : On montre le résultat pour n > 0 par récurrence.

Ancrage : le résultat est vrai pour n = 0, car I’égalité se réduit & 1 = 1.

Pas de récurrence : Supposons que le résultat est vrai pour n € N et montrons

qu’alors il est aussi vrai pour n+ 1 :

(ez)n—l-l — (62)11 z H_R nz _z nz+z

e = e"ef =e (n+1)z

=€

qui est le résultat voulu.

Etape 2 : On montre que (e?) ' = e %

—z

Pour ceci, on montre que e~? est 'inverse de e*, c’est-a-dire, e*e”* = 1. On a, par

un point précédent,

Etape 3 : On conclut.
Sin > 0, I’étape 1 nous donne le résultat.
Sin <0, ona

(ez)n _ (ez)—|n| _ ((ez)|n|)71 Eta:pe 1 (€|n\z)71 Eta:pe 2 e—|n|z —

qui est le résultat voulu.
On a

e? =eRe(2) cos(Im(2)
:eRe(Z

)+ eRe ) sin(Im(z))
cos(Im(Z)) =) sin(Im(2))

cos(— (z)) Re(2) gin(— Im(2))
:eRe(z)—zIm(z) — %

:6Re(z

qui est le résultat voulu.
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Théoréme 2.15 (Formules d’Euler).
Pour tout ¢ € R,

P

cos(p) =y
. ei@ — e_i@
sin(y) =

Démonstration. On a, par définition de ’exponentielle complexe,

W :% (cos(p) + isin(g) + cos(p) — isin(y)) = cos(p)

e’ —e 1 - - :
— % (cos(p) + isin(yp) — cos(yp) + isin(p)) = sin(p)

0

Remarque 2.16. (i) On peut utiliser les formules ci-dessus pour définir sin(z) et cos(z)
pour z € C, vu que le membre de droite est défini pour tout z € C.

(i) Les formules ci-dessus sont utiles pour retrouver certaines identités trigonométriques.
Par exemple :

2 - A - A
1 ei2:p + e—in
2 < 2

, ¢l 4 o—iv 2 Q2T | 9piTe—iz | o—i2v iz | o—i2v 4 o
cos®(z) =

+ 1) = %(008(21') +1).

Théoréme 2.17 (Formule de Moivre).
Soit ¢ € R et n € N. Alors,

(cos(p) 4+ isin(p))™ = cos(np) + isin(ny).
Démonstration. On a, par la proposition

(cos(p) + isin(p))" = (e*°)" = ™ = cos(nyp) + i sin(nyp)

Exemple 2.18.
Calculons rapidement (1 +4)%. On a,

1+ i =+/2(cos(m/4) + isin(m/4)),
Ainsi,
(1+1)8 = (\@)8 (cos(m/4) + isin(m/4))® = 24(cos(8 - 7/4) + i sin(8 - 7/4))
=16(cos(2m) + isin(27)) = 16.
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2.3 Résolution d’équations polynomiales dans C

Proposition 2.19 (Les racines némes).
Soit w € C\{0}.
Alors, il existe n nombres complexes distincts zg, z1, ..., zn—1 € C\{0} tels que pour tout
k=0,1,...n—1,
Zp =w

Démonstration. Soit pour k =0,1,...,n,

1 ,L.arg(w)+2k7'r

zk = |w‘ ne n

Nous avons deux choses a montrer : Premierement z;) = w et deuxiemement, les zj;, sont
distincts.

Commencons par montrer que z; = w. On a
) 2km \ . .
Z;? _ |w‘ <eZ'”9(wyz+7T) _ |w|€z(arg(w)+2k7r) _ |w|ezarg(w) — w.

Montrons maintenant que les z; sont distincts, par contraposée. On considere k,l €
{0,1,2,...,n — 1} et on suppose que z; = 2 . On veut montrer qu’alors k = . On a

carg(w)+2km
n

carg(w)+2lm
v n

wlme =z =z = |w|ne

, 1 arg(w) .
Amplifiant I'identité par |w| we ™%, on obtient

-2k -2l
e’L L — ¢ n

Par la proposition on déduit qu’il existe m € Z tel que

2km 2l .
i— =1— +i2mm.
n n
Divisant par 27i on trouve
k
—=—4m
n
ce qui est équivalent a
k—1
m=—.
n

Remarquons que vu que 0 < k,l <n—1,on a
—(n—-1)<k—-1<n-1

et donc
n—1 k—1l n-1
1< - < < < 1.
n n n

Vu que m = %, ceci implique —1 < m < 1. Or m € Z, donc la seule possibilité est m =0

et on déduit k = [, qui est le résultat voulu.

Remarque 2.20.
Cette proposition nous dit qu’il existe exactement n solutions complexes de z™ = w. Pour
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trouver ces solutions, on peut procéder de la fagon suivante : On calcule |w| et on trouve
un argument de w, arg(w). Ensuite on écrit

w= |w‘ei(arg(w)+2k7r).

Puis, on multiplie tous les exposants par 1/n ce qui est similaire & prendre la racine néme

dans les réels :
1 7;arg(w)+2kﬂ'
’w| n e n
En prenant £ =0,1,...,n — 1, on obtient les n solutions distinctes de 2™ = w. Remarquons
ici que si on prend k = n, alors, la formule nous donne la méme chose que pour k =0 :

|w|%6iarg(w3l+2n7r 1 Z.argriw) +iom
C’est la raison pour laquelle on s’arréte a k = n — 1, car k¥ > n nous redonne un nombre
complexe qu’on avait déja avec 0 < k <n — 1.
Définition 2.21 (Racine neme).

. 1 iargw+2k7‘r .
Siw € C\{0} et n € N\{0}, les z, = |w|ne'™ »  pour k=0,1,...,n — 1 sont les racines

néme de w.

Exemple 2.22. (7) les racines 4émes de 1.
Ona|l| =1et arg(l) =0, car 1 = 1. On écrit

1 — 1ei2k7l'

On divise nos exposants par 4 :
1 jkm
2L = lie' 2.
. T . .
On obtient alors zg =1, 21 =€'2 =i, 29 = e = —let 23 =¢€'2 = —i
(it) les racines 2¢mes de —i.

Ona|—i| =1 et arg(—i) = 3. On écrit

. ;3T ok

—i = le2 T1ART

On divise nos exposants par 2 :

1 .3 .
2L = 127 Tk

s

On obtient alors zg = —¥%2 + i@, z1 = @ — z@

(7i) les racines 4émes de 1+ i.
On a |1 +i| = V2 et arg(1 +4) = Z. On écrit
144 = 23¢i5Hi2km
On divise nos exposants par 4 :

sk
Ty

1
2p = 28¢'16
qui sont les racines 4émes de 1 + 4.
Remarque 2.23. (i) Les n racines némes d’un nombre complex w sont toujours unifor-
. ; . . 1
mément réparties sur un cercle centré en 0 de rayon |w|».
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(i) sin = 2, on peut trouver les racines 2¢émes d’un nombre complexe & I’aide d’une autre
méthode. On écrit z = x + iy, on identifie partie réelle et imaginaire de I’équation
22 = w (ce qui nous donne deux équations) et on résout un systéme de deux équations

a 2 inconnues :
Si z = x + iy est I'inconnue et w = a + ib est la donnée, on peut réécrire 22 = w
comme

22 —y? +i2zy = a +ib

En identifiant partie réelle et imaginaire, on trouve

-y’ =a (2.23.1)
20y = b (2.23.2)

On distingue alors 2 cas :

Cas 1:0#0.
(12.23.2)) implique alors que x et y sont non-nuls. On a donc y = % et en injectant

ceci dans (2.23.1)), on obtient

2 b2

422

2 ceci est équivalent &

En amplifiant par z

On résout ensuite pour 22 et x, mais attention, on obtient ainsi 4 solutions a priori.
Il faut voir dans le contexte ce qui est possible et ce qui ne ’est pas en se rappelant,
entre autre, que x doit étre réel.

On pose pour finir y = 5> et z = = + iy pour trouver les solutions.
Cas 2 : b=0.
Dans ce cas, on cherche en fait les racines 2émes d’un nombre réel.

Sia>0,onaz==+\/aety=0.Sia<0,onaz=0ety==|al

Exemple 2.24.
Cherchons les solutions de 22 = 3 + 4i. Ici, b = 4 # 0. On résout donc

(z%)? — 32 —4=0.

La méthode du discriminant nous donne

$2_3i\/9+16_3j:5_{ -1
2 2 4

Vue que 22 = —1 n’a pas de solution réelle, on ne garde que 2 = 4 dont les solutions sont

xr = £2. Ainsi, y = 4/2x = £1. On trouve donc
zo=—-2—tetz1=2+1

Vérifions :
E=4—1+i2-2-1=3+4i,

qui est bien ce qu’on veut.
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Théoréme 2.25 (Théoréme fondamental de I’algebre).
Soit n € N\{0}, ag, a1, ...,a, € C tel que a,, # 0 et le polynome de degré n :

n
p(z) = Z apz® = ag + a1z + a2 + az2® + ... + a,2"
k=0

Alors, p admet n racines dans C. Plus précisément, il existe z1, 2o, ..., zn € C pas nécessai-
rement distincts tel que

(i) Pour tout k =1,...,n, on a p(z) = 0.
(ii) On a
p(z) = ap H (z — 2p)-
k=1

La démonstration de ceci faisant intervenir des outils plus avancés d’analyse II-IV, elle est
omise.

Remarque 2.26. (i) La factorisation de polynomes et la résolution d’équations polyno-
miales étant intimement liées, ce théoreme nous guarantit a la fois ’existence d’une
factorisation de n’importe quel polyndéme p et I'existence de solutions & I’équation
p(z) =0.

Néanmoins, ce théoréme ne nous donne pas d’outil pour trouver la factorisation ou
les solutions.

(i¢) Une méthode pour trouver une factorisation consiste a trouver une racine du polynéme
zp en la devinant, puis en faisant la division euclidienne de notre polynéme par z — z.
On propose ici de voir ol commencer a chercher une racine dans le cas o on doit la
deviner.

En évaluant le polynéme en 0, on remarque que
n
ap = p(0) = a, H(_Zk) =(=1)"ay, sz.
k=1

Ainsi, ag/ay, est, au signe pres la multiplication de toutes les racines du polynome.
Ainsi, dans le cas o ag/a, est un nombre entier, une stratégie peut étre de commencer
par vérifier si il n’y a pas une racine qui se cache dans les diviseurs de ag/ay,.

Exemple 2.27.
Soit
p(z) = —32% — (6 — 6i)2> + (3 + 12i)z + 6.

Dans cette exemple, on an =3, a3 = —3, a0 = —6 + 64, a1 = 3+ 12i et ag = 6.
On peut factoriser ce polynéme (si on utilise 'idée décrite dans la remarque on trouve
-2 comme racine) en

p() = —3(z — )2(= + 2).
On adonc z1 =1, 29 =i et z3 = —2.

Remarque 2.28 (Résolution d’équations polynomiales du degré 2 a I’aide du discriminant).
Dans R, on sait que les solutions de az? + bz 4+ ¢ = 0 sont données par

—b+Vb? — dac
2a '
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Ceci reste vrai dans les complexes a condition de remplacer £v/b? — 4ac par les deux racines
2¢mes du nombre complexe b? — 4ac (remarquons au passage que si b% — 4ac est un nombre
réel positif, alors £v/b2 — 4ac sont les deux racines 2émes de b% — 4ac.) Ainsi, si wy # wy
sont tels que w% = w? = b? — 4ac, les solutions de az? + bz + ¢ = 0 sont données par

_—b+’LUO _—b—l—w1

0= —F") 21
2a 2a

En effet, pour £ = 0,1,

b2 — 2bwy, + w,%

azi + bz +c=a 102 —H)il);awlC +c
R
4a  4a
b2 b? —4dac
" la 4a Fe=0

Proposition 2.29.
Soit n € N\{0} et ap,aq,...,an € R tel que a,, # 0 et le polynome de degré n d coefficients
réels :
n
p(z) = Z a2’ = ag+ a1z + a2z’ + az2 + ...+ a2
k=0
Alors, les racines de p sont soit réelles, soit des paires de nombres complexes conjugués.

Démonstration. Soit zp une racine de p, c’est-a-dire p(zp) = 0. Montrons que p(zy) = 0
également.
On a, par les propriétés du conjugué (voir proposition page [44))

ce qui montre le résultat.

Corollaire 2.30 (Théoréme fondamental de I’algebre, cas réel).

Tout polynéme a coefficients réels peut étre factorisé sur R en produit de facteurs affines
(z — z) (avec z, € R) et quadratiques irréductibles sur R (2% + bz + ¢) (avec b,c € R et
b2 —4c<0).

Démonstration. Ecrivons

n
p(z) = a2P,
k=0
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avec ar € R et a, # 0.
Par le théoreme fondamental de 1’algebre (voir théoréme page on peut factoriser

p(2) = an H (z — zk).
k=1

Si z; € R, on laisse le terme z — z;, dans la factorisation.
Si z, € C\R, alors, par la proposition page il doit y avoir une autre racine z; telle
que Zj = 2. En regroupant les deux termes correspondants dans la factorisation,

(z—2)(z — 7)) = (2 — 21)(z — ) = 2° — (2 + )z + |2]” = 2° — 2Re(z1) 2 + |2
De plus, on a alors
4Re(zp)? — 4)21]* = —4Tm(z,)% < 0,

vu qu’on a supposé que Im(z) # 0 en supposant que z, € C\R.
Donc le facteur 22 — 2Re(z)z + |2|? est bien irréductible sur R.
En faisant ceci avec toutes les racines zj, on obtient bien le résultat. O

Exemple 2.31.
Soit p(z) = 2% — 322 + 42 — 2. On peut factoriser ce polynéme (la méthode de la remarque
nous permet de deviner 1 comme racine) sur C en

pz)=-1)(z—-1+0)(z—1—-1)

On constate que les racines 1 + 4 et 1 — 4 sont conjuguées I'une de 'autre et donc, on les
regroupe :
(z—1+i)(z—1—4)=22—22+42

qui est un polynome de degré 2 réel et irréductible sur R. Ainsi, la factorisation sur R de
notre polynoéme est
p(z) = (z = 1)(2% — 224 2)
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Chapitre 3

Suites de nombres réels

3.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 3.1 (suite).

Une suite est la donnée d’une fonction f: N — R sauf qu’on écrit x, a la place de f(n).
Pour désigner la suite en entier, on écrit (z,)n>0 ou juste (xy).

Des fois, on fait commencer la suite a ng > 1 auquel cas on écrit (2 )n>n,-

Exemple 3.2. (i) La suite harmonique (z,)n>1 est définie par x,, = % On a

Ty =

1
xp =1, Ty =5, T3= 3 VR

(#i) La suite harmonique alternée (z,,)n>1 est donnée par z, = (—1)"*11. On a
1 1

.731:1, 1:2:—5, xgzg, :C4:—4,

(7i) Soit (xy)n>0 définie par =, = 14. On a
xo =14, x1 = 14, x9 = 14,
(iv) Soit (z)n>0 définie par z,, = n%. On a
x0=0, z1=1, zo=4, z3=9, x4 = 16,...
(v) Soit (xy)n>1 définie par z,, est le néme nombre premier. On a alors
1 =2, 20=3, 23=05, x4 =7, x5 =11, 2 = 13,

Définition 3.3.
Soit (n)n>0 une suite. On dit que

(i
(7

) (x,) est croissante si pour tout n > 0, Tpi1 > Tp.
) (@n)
7t) (xy) est décroissante si pour tout n > 0, z,11 < .
+
) (@n)

)

(zn,) est strictement croissante si pour tout n > 0, Tp41 > Tp.

(iv) (x,) est strictement décroissante si pour tout n > 0, Tpy1 < Tp.

(v

(z,) est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou (strictement)
décroissante.
(z

(vi)

n) est majorée si il existe ¢ € R tel que pour tout n > 0, z, < ¢
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(vii) (x,) est minorée si il existe ¢ € R tel que pour tout n > 0, =, > ¢
(viii) (xy) est bornée si elle est majorée et minorée.
Remarque 3.4.
Soit (zp)n>0 une suite.
(7) La suite (x,,) est minorée si et seulement si ’ensemble {z,, : n > 0} est minoré.
(74) La suite (z,,) est majorée si et seulement si ensemble {x, : n > 0} est majoré.
Notation 3.5 (sup(zy,), inf(zy,)).
Soit (5)n>0 une suite.
(7) Si (zy) est minorée on écrit inf(x,) = inf{x,, : n > 0}.
(i) Si (zy) est majorée on écrit sup(z,) = sup{x, : n > 0}.
Proposition 3.6 (caractérisation des suites bornées).
Une suite (xy)n>0 est bornée si et seulement si

‘3020, VYn >0, |a:n|§c.‘

Démonstration. Commengons par montrer que si (z,,) est bornée, alors, il existe ¢ > 0 tel
que pour tout n > 0, on a |z,| < c.
Vu que (z,,) est minorée et majorée, il existe m, M € R tel que pour tout n > 0,

m<xz, <M

Posons ¢ = max{|m|, |M|}. En utilisant le fait que le maximum d’un ensemble est toujours
plus grand que n’importe quel élément de cet ensemble et le fait que la valeur absolue d’un
nombre est toujours plus grande que ce nombre, on a

c>|ml=|—-m|>—-m.

En amplifiant par —1, on déduit

—c<m. (3.6.1)

Par des arguments similaires a ci-dessus, on a
M <|M|<ec (3.6.2)
On conclut que pour tout n > 0,
(3.6.1) (3.6.2])
—c < m<z, <M < ¢

qui est équivalent a

|z, | < ec.

Ceci termine la premiere partie de la preuve.
Supposons maintenant qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 0,

lxn| < ¢

et montrons que (z,,) est bornée, c’est-a-dire, montrons qu’elle est majorée et minorée. On
a, pour tout n > nyg,
—c<z,<c

Ainsi, (z,,) est minorée par —c et majorée par c.
Ceci termine la démonstration. ]
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Exemple 3.7. (i) Soit la suite (x,,),>0 définie par
—1)"
Ty = (=1) .
1++/n
Montrons que la suite est bornée a 'aide de la caractérisation.
On a

S R R T V0

Ainsi, prenant ¢ = 1, on a bien

lzn| < c

pour tout n > 0.
Remarquons qu’il est important que la constante ¢ qu’on trouve ne dépende pas de n.

(7) Soit la suite (xy,)n>0 définie par
Ty = (—1)"n.

Montrons que (x,) n’est pas bornée a 'aide de la caractérisation. C’est-a-dire, on
doit montrer que pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que |z,| > c.

Soit donc ¢ > 0 quelconque et n = [¢] + 1. Alors,
|zp| = [(=1)"n| =n=Jc]|+1>c+1>c

qui est le résultat voulu.

3.2 Limites de suites

Définition 3.8 (limite, suite convergente). (i) Soit (xy,)n>0, une suite et I € R. On dit
que [ est la limite de (zy,) ou que (zy) converge vers [ si

‘V<€>0, N € N tel que Vn > N, |z, — | SE‘.

On note alors [ = lim xz,.
n—oo

(%) Soit (zp)n>0 une suite. On dit que (x,,) converge ou est convergente si il existe [ € R
tel que (x,) converge vers [, c’est-a-dire

‘ElleRtelqueV5>0, IN € N tel que Vn > N, |xn—l\§5‘.

Exemple 3.9. (i) Soit z,, = % pour n > 1. Montrons que lim,, s 2, = 0.

Soit donc € > 0 quelconque. Posons N = W Alors, pour tout n > N, on a

—

IN =

1
|zn — 0] = |2y = " N

U)M—I‘ =

- 1
M =
|

qui est le résultat voulu.
(i) Soit x,, = % pour n > 1. Montrons que lim,,_,oo x, = 0.

Soit donc € > 0 quelconque. Posons N = [\%W Alors, pour tout n > N, on a
1

(&)

[Tn — 0] = |zp| =

:5’

qui est le résultat voulu.
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(i) Soit o € R et x,, = a pour n > 0. Montrons que lim,,_,o z,, = .
Soit donc € > 0 quelconque. Posons N = 0. Alors, pour tout n > N

|zp, —a|=]la—a|=0<e.

qui est le résultat voulu.
Une telle suite est appelée une suite constante car la valeur de x,, ne dépend pas de
n. Nous sommes ici face a un cas tres rare : N ne dépend pas de €.
() Soit 0 < a < 1 et (zp)n>0 la suite géométrique définie par z,, = o’*. Montrons que
lim,, oo zn, = 0.
Soit donc € > 0 quelconque. On distingue deux cas.
Cas 1 :e>1.
Dans ce cas, on pose N =0 et on a, pour tout n > N,

lzn| =" <1<e¢,

ce qui montre le résultat dans ce cas.
Cas 2 :0<e< 1.
Dans ce cas, on a log(e) < 0 et log(a) < 0. On pose N = [

log(e) —‘
log(a) |*
Alors, pour tout n > N,

log(e)
|xn| =" = enlog(a) < eNlog(a) < elos(a) log(a) — ¢,

qui est le résultat voulu.

Proposition 3.10 (Unicité de la limite).
St une suite converge, la limite est unique.

Démonstration. On procede par 'absurde. Su?posons que l1, 12 € R sont deux limites d’une
méme suite (2, )n,>0 €t que l; # la. Soit € = ll%hl > 0. Par définition de lim,,_yoo z, = I3

et lim,,_ o x,, = lz, on a qu’il existe N1, No € N tels que
pour tout n > Ny, |z, — 11| <e (3.10.1)
pour tout n > Na, |z, — 2| <e. (3.10.2)

Soit N = max{Ni, Nao}. Alors, vu que le maximum d’un ensemble est toujours plus grand
que n’importe quel élément de ’ensemble, on a N > Ny et N > N,. Ainsi,

|lh — I

lh—lbl=h—aonv+aoy -l <|h —ay|+|zy — 2| <2e = 5
—_—

@
=
Nz
2
@
z
INZ
i

£

ce qui est absurde, et montre que nécessairement [; = [o.

Proposition 3.11.
Une suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (xy,)n>0 une suite qui converge vers [ € R. Montrons qu'il existe ¢ > 0
tel que pour tout n > 0, |z,| < c.

Soit donc & > 0 quelconque, fixé. Par définition de lim, .~ x, = [, il existe N € N tel que
pour tout n > N, |z, — | <e.
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Posons

¢ = max{|zol|, |z1], |22, ..., [en_1], [I| + €} > 0,
et montrons que pour tout n > 0, |z,| < ¢. Soit donc n > 0 quelconque. On distingue deux
cas :
Cas 1 :n<N —1.
Dans ce cas, on a

’xn’ € {’x0|7 ’x1|7 |LU2|, AL |xN—1‘7 |l‘ + 5}

et donc |z,| < ¢ en vertu du fait que le maximum d’un ensemble est toujours plus grand
que n’importe lequel des éléments de ’ensemble.
Cas 2 :n> N.
Dans ce cas, on a |z, —[| < . Donc,

|Tn| = |zn =1+ < |z, =1+ ]l| <|l| +e<c
ou a nouveau la derniére inégalité vient du fait que
1+ € {lzol, 2], [l oy [, 1] + €}

et que le maximum d’un ensemble est toujours plus grand que n’importe quel élément de
cet ensemble. ]

Définition 3.12 (suite divergente).
Soit (zp)n>n, une suite. On dit que (z,) diverge ou est divergente si (x,) n’est pas
convergente,c’est-a-dire,

‘VZER, Je > 0 tel que YN € N, In > N tel que ]a:n—l]>€‘

Exemple 3.13.

Soit (xy)n>0 définie par z, = (—1)". Alors, (x,) est divergente. On montre ceci par
I’absurde.

Supposons qu’il existe [ € R tel que lim,,_ oo &, = [. Par définition, si e = %, il existe N € N
tel que pour tout n > N,

1
|zy — 1] <e= 3"
Remarquons que
oy =2yl = (DY = (DM = (DN - (<)) =2
Vu que N,N +1 > N, on conclut

2=ley —anp| = oy — I+l —anp| <oy U+l oy <1
—_—— ———
<1 1
—2 —2
ce qui est absurde.
Ceci montre donc bien que (z,) est divergente.
Définition 3.14.
Soit (xy)n>0 une suite. On dit que

(i) (zp) tend vers linfini si

VM >0, 3N €N tel que ¥n > N, x, > M|,

On note alors lim x,, = +oc0.
n—oo
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(i)

(z,) tend vers moins linfini si

VM >0, 3N €N tel que Vn > N, z, < —M |

On note alors lim z,, = —oc0.
n—oo

Remarque 3.15.
Une suite qui tend vers I'infini ou moins l'infini n’est pas bornée et donc diverge (proposition

page [66).

Exemple 3.16. (i) Soit (xy,),>0 définie par x, = n. Alors (x,) tend vers 'infini. En

(i)

(i)

(iv)

effet, si M >0, on pose N = [M]. Alors, pour tout n > N,
xn,=n>N=[M]|> M.

Soit av > 1 et (zp)n>0 la suite géométrique définie par x,, = o”. Alors, (z,,) tend vers

I'infini. En effet, si M > 0, on pose N = {%] Alors

N log(M+1)
Tp=a">a" >q s@ =M+1> M,
qui est le résultat voulu.

Soit plus généralement (z,)n>0 une suite croissante qui n’est pas majorée. Alors, ()
tend vers U'infini. En effet, soit M > 0 quelconque. Vu que (x,) n’est pas majorée, il
existe N € N tel que

xy > M.

De plus, par croissance de (zy,), on a pour tout n > N,

Soit (x)n>0 définie par z,, = —n?. Alors (z,,) tend vers moins I'infini. En effet, si
M >0, on pose N = [\/MW. Alors, pour tout n > N,

2y = —n? < —N%=— WMV < M.

Plus généralement si une suite est décroissante et non-minorée, elle tend vers —oo

Attention cependant, pas toutes les suites qui tendent vers co ou —oo sont monotones.
Soit (2)n>0 définie par x, =n+ (—1)".
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10 ®

1@

=

Alors, si n est pair, on a

Tppr=n+14+(-1D)""=n41-1=n
Tp=n+(-1)"=n-+1,

d’oll zp41 < xn. Et, si n est impair,

Tpir=n+14+(-1)"=nt1+1=n+2
Tn=n+(—-1)"=n-—1,

d’olt &, 41 > xy,. Ainsi, (x,) n’est pas monotone.
De plus, si M > 0 est quelconque, alors, posant N = [M ]+ 1, on a pour tout n > N,

Tn=n+(-1)">n—-1>N-1=[M|+1-1> M,
ce qui montre que

lim z,, = +o0.
n—oo
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Proposition 3.17.
Soit (zn)n>0, (Yn)n>0 deuzx suites et a,b € R tel que lim, o0 xp, = a et limy o0 yn = b.
Alors,

(i) la suite z, = x,, + Yy, converge vers a + b.
(i) la suite z, = xpy, converge vers ab.
(iii) sib#0, la suite z, = T converge vers .
n

w) si il existe N € N tel que pour tout n > N, x, < yn, alors a < b.
que p Y

Démonstration. (i) On doit montrer :
Ve >0, AN € N tel que Vn > N, |z, — (a +b)| <e.
Soit donc € > 0 quelconque. Par définition de lim, o x, = a et lim, oo yn = b, ON
a qu’il existe Ny, No € N tels que
€ €
2 2
Posons N = max{Ny, Na}. Alors pour tout n > N, on a n > N; et n > Na, donc,

anN17 |xn_a’§ anN27 ‘yn_b’§

|Zﬂ_(a+b)|:|xn_a+yn_b|S’xn_a|+|yn_b|§53
—_—— N———

< <

[SI[0Y
N|m

qui est le résultat voulu.

(77) On doit montrer :

Ve >0, 3N € N tel que Vn > N, |z, —ab| < e.

Soit donc € > 0 quelconque.

Par la proposition page 66, vu que (z,,) est convergente, elle est bornée. Il existe
donc ¢ > 0 tel que
Vn >0, |z, <ec

Par définition de limy, o0 T = a et lim,, o y, = b, on a qu’il existe N1, No € N tels
que

e S
Vn > N —al < Vn > Na, |y, — b| <
n = 1, |xn a|_C+|b| n = 2 ’yﬂ |—C+‘b|

Soit N = max{Ni, Na}. Alors, pour tout n > N, on a n > Nj et n > Na, donc,

|2 — ab| =|xnyn — abl = |Tpyn — xpb + b — ab| < |xpyn — xpb| + |zpb — ab)

€ €
=|z —b|+b| |xn —a| < c +|b =€
L <m <o
qui est le résultat voulu.
(7i7) On commence par montrer que
. 1 1
lim — = -
n—00 Yy, b
c’est-a-dire,
1 1
Ve > 0, dN € N tel que Vn > N, _b‘ <e.
Yn
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Soit donc € > 0 quelconque. Par définition de lim,, oo ¥, = b, il existe N1, Ny € N

tel que
\6\2 0]
Vn > Ny, |yn — 0] < VYn > No, |yn—b|§5.
Posons N = max{N1, Na}. Alors, pour tout n > N, on a n > Nj et n > N, donc,
b
el =l — b+ > o]~ [y — ] > 1 (3171)
——
<Dl
— 2
——
-1
Pour finir, pour tout n > N, on a
L1 |yn— 0 1 b]2e 2 1
it e Ut i i Rt
yn b1 unllbl  —— Jynl o] T 2 0] []
< b|2e N~~~
— 2 (3.17.1)
2
= Tl
Ceci termine la démonstration de
. 1 1
lim — = —.
n—oo yTL
Pour finir, par le point précédent, on a
1 a
lim z, = hm Tp— =a—- = —,

qui est le résultat voulu.

(iv) On montre le résultat par absurde. Supposons que b < a et posons € = “T*b > 0.
Alors, il existe N1, No tel que

pour tout n > Ny, |z, —a| <e
pour tout n > Na, |y, —b| <e.

Ceci est équivalent a

pour tout n > Ni, a—e <z, <a+¢
pour tout n > Ny, b—e <y, < b-+e.

En prenant la différence entre ces deux égalités, on a pour tout n > max{Nj, Na},
a—b b—a
2 2

ce qui implique que pour tout n > max{Ny, N2}, y, < x, ce qui est une contradiction.

b—a—-2e<y,—z,<b—a+2c=b-—a+ < 0,

Exemple 3.18. (i) Déterminons la limite de % + n—lz On a vu a 'exemple page
que lim, 00 1/n = 0 et lim,, o, 1/n2 = 0. Ainsi,
1 1
lim ——i-f—O—i-O—O
n—oo n,

Remarquons qu’on peut aussi redémontrer que lim, .o 1/n? = 0 & l'aide de la
proposition et du fait que lim,_ o 1/n = 0. En effet, on a



(i)

(iid)

Soit o, B € R et (21,)n>0, (Yn)n>0 deux suites convergentes. Montrons que
33, (0en + Byn) = o limg, 7 + 5 110, 4.

Définissons deux suites constantes «,, = « et 3, = [ pour tout n. On a vu dans
I'exemple [3.9] page [65] que lim,, 00 ay = a €t limy, o0 B, = B. Alors, par la proposi-
tion, on a

lim (ax,) = lim (apz,) = lim a, - nh_}lglo Ty = anli_{lgo T,

n— 00 n— 00 n—r00
25, Btin) = 53 (Butin) = i3 B -l 0 = B 1552, ¥

A nouveau, par la proposition, on déduit
i o+ Byn) = Jim (o) + Jin (B) = o Jim 2+ Jin o
qui est le résultat voulu.

Soit (xp)n>1 la suite définie par

3n+4
o dn 2
Alors, on a
n?24+ 442
Donc
lim 2, = limp oo 3 + 1Mooz 040
n—o0 2+ liMpsoo 2 + liMpsos = 2+0+0

Soit x, = (—=1)" et y, = (=1)"*1. Si on pose z, = z,, + Y, on a
= ()" 4+ (=) = (=1)" = (=1)" =0,

qui converge vers 0. Néanmoins, ici, ni (x,) ni (y,) ne converge, comme on I’a vu
dans ’exemple page . Ainsi, on voit que ’hypothese (z,,) converge et (y)

converge est importante pour pouvoir écrire

(T ) =l T+l

Remarque 3.19. (i) En réalité pour avoir le droit d’écrire

A5, (T 4] = [l T+ 1 U

il suffit que parmis les 3 suites (x,,), (yn) et (x, + yn), 2 convergent. La proposition
nous permet alors de conclure que la 3éme converge et ’équation ci-dessus est alors
vraie.

En effet, si (z,,) et (y,) converge, la proposition nous permet de conclure. Si par
exemple, (xy,) et (z, + yn) convergent, alors,

i =l (o — ) =l () J
qui est le résultat voulu.

Le cas ou (y,) et (x, + yn) convergent se traite de la méme maniere.

Le résultat de la derniére partie de la proposition est faux si on remplace toutes les
inégalités par des inégalités strictes. En effet, si par exemple a, = 0 et b, = %, on a

an < by pour tout n, mais, lim, o a, = 0 = lim, . by,.

72



3.3 Criteres de convergence pour les suites

Théoréme 3.20 (Critére des deux gendarmes).
Soient (p)n>0, (Un)n>0 €t (zn)n>0 trois suites telles que

(i) (zn) et (z,) convergent vers la méme limite [.
(i) il existe k € N telle que pour tout n >k, x, < yn < 2.

Alors, (yn) converge vers l.

Démonstration. On doit montrer
Ve >0, 3N € Ntel que Vn > N, |y, — ]| <e.

Soit donc € > 0 quelconque. Alors, par définition de lim, oo 2, = et limy, o0 2, = I, il
existe N1, Ny € N tel que

Vn > Ny, |z, — 1] <e Vn > Na, |z, — ] <e.

En particulier,
Vn >Ny, —e<x,—1 Vn > No, zp — 1 < e.

Posons maintenant N = max{Ny, No, k}. Alors, pour tout n > N,

n>Ny n>k n>k n>Na
— < 2=l <y =1 <z =1 < e

ce qui implique que pour tout n > N,
’yn - l| S g,
qui est le résultat voulu. (]

Corollaire 3.21.
Soit | € R, (yn)n>0 une suite et (an)n>0 une suite de nombres positifs telles que

(i) (ay) converge vers 0.
(ii) il existe k € N tel que pour tout n >k, |y, — 1| < ap.

Alors, limy, o0 Yyn =1

Démonstration. Posons x,, = — ay, 2z, =l + an. Alors, lim,_.o 2, = [ et limy,_oo 2, = [.
De plus,pour tout n > k,
_anéyn_lgaru

et donc, en ajoutant [ a ces inégalités, on a
xn:l_angyngl"i_an:zn-
Ainsi, par le critéere des deux gendarmes (théoréeme page , on a
i Un = b
qui est le résultat voulu. O

Théoréme 3.22 (suites monotones bornées).
Soit (xn)n>0 une suite. St (x,) est croissante et majorée (respectivement décroissante et
minorée), elle converge vers sup(x,) (respectivement inf(x,,)).
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Démonstration. Commencons par faire la démonstration pour les suites croissantes et
majorées. Soit donc [ = sup(zy,). On doit montrer que

Ve >0, 3N € N tel que Vn > N, |z, — | <e.

Soit donc € > 0. Par la caractérisation du suprémum (théoreme m page , il existe
xz € {x, : n >0} tel que
rz>1—e¢.

Par définition de ensemble {z,, : n > 0}, il existe N € N tel que z = x. C’est-a-dire,
Ty > 1 —e.
Alors, pour tout n > N, on a par croissance de (z,,) que
—e<ay—I1<z,—1

De plus, vu que [ est un majorant de {x,, : n > 0}, on a z,, < [. En reprenant les inégalités
ci-dessus, on a
—e<z,—1<0<e.

Ceci étant équivalent a
|xn - l| S 57

qui est le résultat voulu.
Passons a la démonstration pour les suites décroissantes minorées. Soit donc | = inf(zy,).
On doit montrer que

Ve >0, IN € N tel que Vn > N, |z, — | <e.

Soit donc € > 0. Par la caractérisation de I'infimum (théoréeme m page , il existe
x €{xy, : n>0} tel que
r<l+e.

Par définition de 'ensemble {z,, : n > 0}, il existe N € N tel que z = x. C’est-a-dire,
rn <l+e.
Alors, pour tout n > N, on a par décroissance de (z,) que
Tn— 1l <zy—10<e.
De plus, vu que [ est un mainorant de {z,, : n > 0}, on a z, > [. En reprenant les
inégalités ci-dessus, on a

Ceci étant équivalent a

on a le résultat voulu.

Théoréme 3.23 (Critére de d’Alembert pour les suites).
Soit (xn)n>0 une suite telle que pour tout n € N, x, # 0 et telle que la limite

hm |:’Un+1| :l

existe. Alors,
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(i) sil <1, (x,) converge vers 0.
(ii) sil>1, (zy,) diverge.
(iii) sil =1, on ne peut rien dire.

Démonstration. (i) On sépare la démonstration en plusieurs étapes.
Etape 1 : On montre qu'il existe k € N tel que pour tout n > k,

I+1
onsa] < (5 ) fzal

Soit € = 174 > 0. Par définition, il existe k € N tel que pour tout n > k,

|xn+l|

|Zn |

—l‘ga.

Ainsi, pour tout n > k,

|[Zn1]
|Zn|

’$n+1| —l
|Zn|

<elzp| + l|xn|

1—
:<2l+l) |l‘n|
_(l—l—l)‘x |
= 2 nls

ce qui termine la démonstration de cette étape.

|Tnt1] = |20

|| + 1| 2n|

FEtape 2 : On montre par récurrence que pour tout n > k,

l—|—1 n—=k
| < (2) k. (3.23.1)

Ancrage : Le résultat est vrai pour n = k car I'inégalité se réduit a |xg| < |xg| qui est
vrail.

Pas de récurrence : Supposons que le résultat est vrai pour n et montrons le vrai
pour n+ 1. On a

Btape 1 /] 4 1 HR. /[+1\ /l+1\"F [+ 1\"Fik
ol 2 () el 2 () (557) bl = (550) e

qui est le résultat voulu.
Ftape 3 : On conclut & l'aide du corollaire du critére des deux gendarmes (voir

corollaire page [73).
Remarquons que 0 < HTl < 1. Dongc, par I’exemple page

n
lim <Z+1> 0.
n—00 2

[4+1\"* I+ 1\"
n—00 2 n—00 2 <

+1\* 1\*
2 2

Par le corollaire du critere des deux gendarmes, on a donc que (x,) converge vers 0.

Donc,
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(7¢) On montre dans ce cas que la suite n’est pas bornée, c’est-a-dire, en vertu de la
proposition [3.6] page [64) on montre que pour tout ¢ > 0, il existe n € N tel que

|| > c.

La proposition [3.11] page [64 nous permet alors de conclure que la suite ne converge
pas.

On sépare la démonstration en 3 étapes.

Etape 1 : On montre qu'il existe & € N tel que pour tout n > k,

[+1
Tnsa] > (2) )

Soit ¢ = Z_Tl > 0. Alors, il existe k € N tel que pour tout n > k,

- l’ <eg
|Zn |
Ainsi, pour tout n > k,
z
2] = [Zttl )
|z
Tn+41
> (| Entl ) ) — 1z
||
2l|wy| — o N l‘ ||
|z ]

2l|xn| — elwn|

ce qui termine cette étape.
FEtape 2 : On montre par récurrence que pour tout n > k,

l—|—1 n—k
2] > <2) ). (3.23.2)

Ancrage : Le résultat est vrai pour n = k car I'inégalité se réduit & |xg| > |z| qui est
vrai.

Pas de récurrence : Supposons que le résultat est vrai pour n et montrons le vrai
pour n+ 1. On a

Etape 1 1+1 HR. /1+1 [+1 n—k [+1 ntl-k
ol 2 () el = (50) (557) bl = ()

qui est le résultat voulu.
Etape 3 : On conclut.
Soit ¢ > 0 quelconque. Considérons n tel que n > k et

n > % + k.
log (HTl)
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Alors,

c+1
E

Etape 2 /] 4 1\ * L4 1\ Tou( T c+1
[zn| = () |zk| > () oe(7F) x| = lzgl = c+1>c.
2 2 |z |

Comme dit au début de la preuve, ceci montre que (z,) n’est pas bornée et donc
(z5,) ne converge pas.

log

O

Théoreme 3.24.
Soit (xy)n>0 une suite. Alors, elle converge si et seulement si elle est de Cauchy, c’est-a-dire

Ve >0, IN € N tel que Vn,m > N, |z, — x| < €.

Démonstration. Commencgons par supposer que (x,) converge et montrons que (z,) est
de Cauchy. Posons [ = lim,,_,, &, et soit € > 0 quelconque. Par définition de la limite, il
existe N € N tel que pour tout n > N,

lzn — 1] <

Do ™

Ainsi, pour tout n,m > N,
|Tn — T | < |zp =l + |2m — 1] <&

qui montre que (z,) est de Cauchy et termine cette partie de la démonstration.
Supposons maintenant que (z,) est de Cauchy et montrons qu’elle converge. Attention,
cette partie de la démonstration utilise des concepts et des résultats qui seront présentés
plus tard dans la section

On sépare la démonstration en plusieurs étapes.

Etape 1 : On montre que (2,) est bornée.

Fixons € > 0 quelconque. Alors, par hypothese, il existe N € N tel que pour tout n,m > N,

[Ty, — x| < e.

Posons
¢ = max{|zol,|z1], ..., |[zn_1|,|xN| + €} > 0

et montrons que pour tout n > 0,

lzn| < c.
On distingue deux cas.
Cas1:n<N-—1.
Dans ce cas, on a

|[znl € {lzol, z1], .., [on—1], [on] + €},

donc

|z, | < ec.
Cas 2 :n> N.

Dans ce cas, on a
|zp| < |zp —2n| +|oN| < |on]+e < e

ol, a nouveau la derniére inégalité vient du fait que

|ZIZN‘ +ee€ {|$0‘7 |ZL’1‘7 ceey ‘mN—ﬂa ‘IIZ'N’ +E}
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Etape 2 : On trouve la limite de la suite.

Par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass (voir théorémem page [86]) il existe une sous-suite
(n,)k>0 C (zp) qui converge. Soit donc [ sa limite.

Etape 8 : On montre que la suite en entier converge vers (.

Soit € > 0 quelconque. Alors, par hypothese, il existe N1 € N tel que pour tout n,m > Ny,

|$n_‘$m|§ E
2

Par I’étape 2, il existe K; € N tel que pour tout k > Kj,

£
’xnk__l’S 5'

De plus, vu que limg_,o g = 0o, (voir remarque page [86)) il existe Ky € N tel que
pour tout k > Ko
nkEzAﬁ.

Posons K = max{Kj, Ko} et N = ng. Alors, pour tout n > N,
|Zn =1 < |@n — Tnge| + |2n, =1 < e

En effet, ng > Ny et K > Kj.
Ceci termine la démonstration. .

Exemple 3.25. (i) Soit (z,,)n>1 la suite définie par

1 n

On veut montrer que (x,) converge en montrant qu’elle est croissante et majorée.

On a

Or, pour tout 1 < k <mn,on a

n—Ik\nkF  nk Tk
( 1]

En posant ¢t =n — 7, on a

T k=1 . k-l ; k—1 ;

(n—k)nk nk bl g) n bl n bl n+1

S]'777,11

k—1 k-1
n+1—1 1
= = n+1—1
1}) n+1 (n+1) 1;[0( )
FEn posant j =n + 1 — 4, on obtient
nl o 1_ 1 ”lif 1 1‘[”+1 1 (n+1)!
(n—k)InF = (nt1)F P A DRI T e DF (e L R

j=n+2—k
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Utilisant cette inégalité, on déduit
1 (n+1)! 1 " (n+1 1
B S iy
1k!(n—l—l—kz)!(n—i—l) =\ k) (n+1)
_— = 1 =
—Z (n+ 1)k ( +n+1) Tntls

ce qui montre que (z,,) est croissante.

Montrons maintenant que la suite est majorée. On réutilise des calculs précédents
pour écrire

3\“
——
IN
—_
_|._
M=
R“p—t
M

|

:1+Z% 1(1

e
—

.
Il

B
Il
—
e
[|
N

Ainsi,
"1
Ty <24 Z o1
k=2
En utilisant que
n p o= antl
Za = 1 ’
k=j —a
on déduit
1k 1
Ty <2+ _% :2+1_2n71 < 3.

Ainsi, (z,,) converge.
La limite de (x,) est la constante d’euler qu’on note e

1 n
lim (1 =+ ) =e~ 2.71828...
n

n—o0

Plus généralement, on peut montrer que pour tout = € R,

x n
lim (1 + > =e”
n—00 n

Soit (zp,)p>0 une suite croissante. Alors, les trois conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) (z,) diverge

(b) (zy) n’est pas majorée

(¢) limy o0 T = +00
En effet, (a) implique (b) cas il s’agit de la contraposée du théoréeme De plus,
(b) implique (c) par 'exemple page [68] Pour finir, on a vu que (c) implique (a)
dans la remarque [3.15] page @
Similairement, si (z,,) est décroissante a la place de croissante, les trois conditions

suivantes sont équivalentes :
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(a) (z) diverge
(b) (x,) n’est pas minorée
(¢) limy, o0 2y, = —00.

(77) Soit a € R et la suite (x,,),>0 définie par z,, = ‘;—T,L Montrons que (x,,) converge vers

0. On a
|a‘n+1
. | Tngt . 1! . o
lim ’"+|: (n+n) = lim o =
n—00 ‘xn‘ n—00 ‘0‘|' n—oon + 1
n:
Ainsi, par le critere de d’Alembert, (x,,) converge vers 0. O

3.4 limsup, liminf et sous-suites

Proposition 3.26.
Soit (xp)n>0 une suite bornée. Alors, les suites

an =inf{x,, : m >n}

b, =sup{z,, : m>n}
convergent.

Démonstration. Le but de la preuve est de montrer que (a,) est croissante et majorée
tandis que (by,) est décroissante et minorée.
Remarquons que pour tout n > 0

{Zym : m>n+1} C{x, : m>n}.
Ainsi, par la proposition [1.13] page on a

an+1 =inf{x,, : m>n+1} > inf{z,, : m>n}=a,

bp+1 =sup{x, @ m>n+ 1} <sup{x,, : m>n}=b,.

Ceci montre que (a,,) est croissante et (b,) est décroissante.
De plus, vu que (z,) est bornée, il existe ¢, C € R tels que pour tout n > 0

c<zx, <C.

Ainsi, pour tout n, ¢ est un minorant de {x,, : n > m} et C est un majorant du méme
ensemble. En particulier, vu que le suprémum est le plus petit majorant et que I'infimum
est le plus grand minorant, on a

c<a, <b, <C.

On a donc montré que (a,) et (b,) sont bornées. Par le théoréme page (an) et
(bn) convergent, ce qui est le résultat voulu.

Définition 3.27 (liminf, lim sup).
Soit (xy)n>n, une suite bornée.

(7) la liminf de (x,), notée lim inf x,, est définie par
n—oo

liminf z, = lim inf{z,, : m > n}.
minf e, = g iz, 2 m2n)
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(i) la limsup de (zy), notée limsup x,, est définie par
n—oo

limsup z, = lim_ sup{x, : m >n}.
n—oo

Exemple 3.28. (i) Soit (z,)n>1 définie par x, = (—1)".

Alors,
n =inf{(=1)" : m>n}=inf{-1,1} = -1
b, =sup{(—=1)" : m >n}=sup{-1,1} = 1.
Ainsi,
I%mg.}fxn = hm ap = —1

limsup z,, = hm b, =1
n—oo
(4) Soit (zp)n>1 définie par @, = 1.
Alors,

an :inf{

Ainsi,
lgr_l&)réfxn = hm an =0
lim sup z,, = hm b, = 0.

n—oo

Proposition 3.29.
Soient (n)n>0, (Yn)n>0 deuz suites bornées. Alors,

(i) hm 1nf —x, = —limsupz, etlimsup —z, = — hm mf Ty

(ii) hm 1nf T, < limsup x,.
n—oo
(iii) (xn) converge si et seulement si

lim inf 2, > lim sup x,,.

n—00 n—o00

De plus on a alors

lim x, = hm 1nf T, = limsup x,.
n—oo n—o0

(iv) On a
lim inf(z,, 4+ y,) >liminf z,, 4 liminf y,
n—00 n—00 n—00

lim sup(zy, + yn) <limsup z, + limsup y,

n—oo n—oo n—oo
(v) Si (zy) converge,
lim inf(:):n +yn) = lim Ty + lim inf Yn

limsup(zy, + yn) = hm Tp + limsup y,
n—oo n—oo
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Démonstration. (i) Soient

(iid)

an =inf{—x,, : m >n}

b, = — sup{z,, : m >n}.

Montrons que a, = b,. On peut faire ceci en montrant que pour tout n € N,

Ym >n, by, < —xp, (3.29.1)
Ve >0, Im > n tel que b, +& > —xp,. (3.29.2)
En effet, ces deux choses impliquent que b, = inf{—xz,, : m > n} = a, (voir
théoreme page [36).
Or, —b, = sup{x,, : m > n}. Donc, pour tout m > n, z,, < —b, ce qui est

équivalent a (3.29.1f). De plus, on a

Ve >0, 3m > n tel que — b, —e <z,

ce qui est équivalent a (3.29.2)).

Ainsi, on a bien a,, = b, pour tout n et donc,

liminf —z,, = lim a, = lim b, = lim —sup{x,, : m >n}
n—o0 n—0o0 n—oo n—o0
= — lim sup{z,, : m >n} = —limsupz,,
n—o0 n—00

ce qui montre un premier résultat. Pour montrer l'autre, on a

—liminf z,, = — liminf —(—x,,) = lim sup —x,,
n—00 n—00 N—>00

qui est le résultat voulu.

Soient

ap =inf{z,, : m >n}

by, =sup{z,, : m >n}.
Remarquons que pour tout n > 0, vu que z,, € {z,,, : m >n}, on a
an < xp < by. (3.29.3)
En particulier, a, < b,, et donc, en prenant la limite, on a
hnrg iorolf Ty = nlg%O an < nli)HOIO b, = Iizm_> So%p Tn,

qui est le résultat.

Soient & nouveau

Commencgons par supposer que

lim inf 2, > lim sup x,,.
n—00 n—o0
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Vu que par (ii), on a aussi que

lim inf x,, < lim sup x,,,
n—00 n—00

On déduit que
lim a,, = liminf z,, = limsupx,, = lim b,,.
noo n—ooo n—>oop " nsoo

Ainsi, par (3.29.3)) et le critere des deux gendarmes (voir théoréeme page [73]) on
déduit que
nh_)ng@ Ty = hnnl> 1£f Ty = hylrln_> Sogp Tn,

qui est le résultat voulu.
Supposons maintenant que (x,) converge. Notons [ = lim,,_, ,,. Montrons que

{ = liminf z,.
n—oo

Soit € > 0 quelconque. Alors, il existe N € N tel que pour tout n > N,
—e<xp,—1<e¢,

ce qu’on peut écrire
l—¢ < In < l +e€

Ainsi, sim >n> N, on a
l—e<z, <Il+e.

En utilisant que a,, est le plus grand minorant de {x,, : m > n}, on déduit que
pour tout n > N,
l—e<inf{z,, : m>n}=a, <z, <l+e.
En particulier, pour tout n > N,
—e<ap,—1<e¢,
ce qui est équivalent &
lan — 1] <&,
et qui montre que

[ = lim a, = liminf z,,.
n—oo n—oo

Montrons maintenant que

[ = lim sup zy,.
n—oo

Soit € > 0 quelconque. Alors, il existe N € N tel que pour tout n > N,

—e<x,—1<e¢g

ce qu’on peut écrire
l—e<z, <l+e¢

Ainsi, sim >n > N, on a
l—e<zx, <l+e=.
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En utilisant que b, est le plus petit majorant de {x,, : m > n}, on déduit que pour
tout n > N,
l—e<zp,<b,=sup{z,, : m>n} <l+e.

En particulier, pour tout n > N,
—e<b,—1l<e¢,
ce qui est équivalent a
|bn - l’ <eg,
et qui montre que

[ = lim b, = limsup x,.
n—00 n—o00

On conclut donc que

limsup z,, = [ = liminf x,,,
n—00 n—00

qui est le résultat voulu.

On commence par montrer que liminf,, oo (xn+yp) > liminf, o, +liminf, o0 yp.
Soient

A, =inf{z,, + ym : m>n}
ap, =inf{z,, : m >n}

cn =inf{y, : m>n}.

Montrons que A, > a, + c,. A cette fin, on montre que a, + ¢, est un minorant de
{Zm +Ym : m >n}.
Or, pour tout m > n, on a x,, > a, et y,, > ¢, et donc

Tm + Ym = an + Cp,

ce qui montre que a,, + ¢, est un minorant de {x,, + ¥, : m > n}. Du fait que 4,
est le plus grand minorant, on déduit

A, > a, +cp.
En passant a la limite,
liminf(z, + y,) = lim A, > lim (a, +¢,) = lim a, + lim ¢,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—0o0
=liminf z,, 4+ lim inf y,,
n—oo n—oo

qui est un des résultats voulus.

Passons a la démonstration de lim sup,,_, o (zn+yn) > limsup,,_, . xp+limsup,,_,. Yn.
Soient

B, =sup{zy + ym : m >n}
b, =sup{x,, : m >n}

dp =sup{ym : m >n}.

Montrons que By, < b, + d,,. A cette fin, on montre que by, + d,, est un majorant de
{Zm +ym : m>n}.
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Or, pour tout m > n, on a x,, < b, et y,, < d, et donc
T + Ym < by +dy,

ce qui montre que by, + d,, est un majorant de {z,, + ¥y : m > n}. Du fait que B,
est le plus petit majorant, on déduit

B, <b, +d,.
En passant a la limite,

lim sup(z,, + y,) = lim B, < lim (b, +d,) = lim b, + lim d,
N—300 n—00 n—00 n—00 n—o00

=lim sup z,, + lim sup yp,
n—o0 n—o0o

qui finit la démonstration de cette partie.

(v) On commence par montrer que lim inf,, o (2, + ypn) = limy, o0 2y, + liminf,, o0 Yn.

Par des points précédents, on a

o > Timi o _ o

i nf(en +yn) > Hn gl +lin ofyn =l @n +1in i
De plus, par le méme point,

=liminf(x, + y,) — lim z,
n—oo n—oo
En réarrangeant les termes, on a
o < 1 o .
limgflen yn) < Jim,on + lin nfy,

Vu qu’on a les deux inégalités, on a le résultat.

Passons a la démonstration de lim sup,,_, . (zn + ypn) = limy 00 5, + imsup,,_, o, Yn-

On a
llﬁsgp(xn +yn) = — I%Iri)ér‘}f(—:):n —Yn) = — (nh_)rgo —Z, + hnrr_kgéf —yn>
= nh_}ngo Ty + lim sup y,

n—o0

qui est le résultat voulu.

Définition 3.30 (Sous-suite, point d’accumulation).
Soit (zy)n>0 une suite.
(7) une sous-suite de (z,,) est la donnée d’une suite d’indices (ng)r>0 tel que ng € N et
Ng41 > ng. La sous-suite est (2, )r>0 et on note (z,,) C ().
Des fois, on fait commencer la sous-suite a kg > 1 auquel cas, on écrit (zy, )p>k, C

(i) A € R est un point d’accumulation de (z,,) si il existe une sous-suite (2, k>0 C ()
qui converge vers .
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Remarque 3.31.
La suite d’indices (ny)x>0 est toujours une suite d’entiers strictement monotone et vérifie

lim ng = +o0.
k—o00
En effet, on peut montrer par récurrence que pour tout k& > 0,
ng > k. (3.31.1)

Exemple 3.32.

Soit (zp,)n>1 définie par x, = (—1)". On a déja vu que cette suite diverge. Considérons
ni = 2k pour k > 1. On a bien que ny € N et ngy; = 2(k+ 1) = 2k + 2 > 2k. Ainsi,
(@, )k>1 définit bien une sous-suite de (z,,)n>1. Cette sous-suite est donnée par

Ty, = Tk = (—1)% =1

qui est une suite constante et qui converge vers 1. Ainsi, 1 est un point d’accumulation de

On peut faire la méme chose avec ny = 2k + 1 pour k£ > 0 et on obtient alors comme

sous-suite
_ _ 2k+1 _
Ty, = Togy1 = (—1) =-1,

qui est aussi une suite constante qui converge vers —1 d’ou —1 est également un point
d’accumulation de la suite.

Théoréme 3.33 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass).
Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Soit (xy)n>0 une suite bornée. On montre que qu’il existe (zp,)rk>1 C
(n)n>0 une sous suite qui converge vers lim sup,,_, .o Zn.

Soit donc | = limsup,, ., &p, €t by, = sup{zy, : m > n}. On sépare la démonstration en
plusieurs étapes.

Etape 1 : On montre qu’il existe ny € N tel que

|zp, — 1| < 1.

On a vu (voir proposition page que lim,_,o b, = I. Ainsi, par définition de la
limite il existe N1 € N tel que

1
Vn = Ny, fby — 1] < 5.

De plus, par la caractérisation du suprémum (voir théoréme page dans la définition
de by, il existe n; > N; tel que

1 1
le_,anl Sle éle_‘_*
2 2
Ainsi, |z, — by, | < 5 et donc
|‘Tn1 - l‘ < |xn1 - bN1’ + |bN1 _l| <1

Etape 2 : On montre par récurrence qu’il existe (ng)k>1 une suite de nombres naturels tel
que pour tout k£ > 1,
Nk4+1 > Nk
|xnk - l‘ < %
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L’étape 1 nous donne n;. Supposons donc que nq, ..., ng sont définis et construisons ng41.
On a, par définition de la limite lim,,_, o b, = I qu’il existe Ni11 tel que

1
Vn > N, by — 1| < ——.
Soit My41 = max{ny+1, Nit1}. Alors, par la caractérisation du suprémum (voir théoreme

1.11} page dans by, ,, avec 1/(2(k + 1)) qui joue le role de ¢, il existe nj41 > My tel
que

1
Pihes = 5 1) S e S Pt S s ¥ oy

.. 1
Ainsi, |2y, — b, | < 0T Donc, vu que ngy1 > My > Ngy1, on a

1

‘mnlﬂ-l - ” < ‘xnlﬁ-l - ka+1’ + ’ka+1 - l‘ < m

Remarquons de plus que ng4+1 > Mi+1 > ng +1 > ng et donc, ng1q a toutes les propriétés
voulues.

Etape 3 : On conclut.

Vu que ngi1 > ng, on a bien que (ny) définit une sous-suite (zp, )r>1. De plus, par le
corollaire du critére des deux gendarmes (voir corollaire page [73]) on a que

lim z,, —1=0,
—00

ce qui est équivalent a

lim z,, =1
k—oo Tk ’

ce qui termine la démonstration.
Remarquons qu'une construction similaire nous permet de montrer qu'une sous suite de
(z,) converge vers liminf, o Tp. O

Remarque 3.34.
En réalité, au vu de la preuve, on peut étre plus précis : Si (z,,)n>0 est une suite bornée,
liminf,_,o =, et limsup,,_, . x, sont des points d’accumulation de (zy,).

Proposition 3.35.
Soit (xn)n>0 une suite.

(1) Si (xn)n>0 converge, toutes les sous-suites de (z,,) convergent vers limy, oo T

(ii) Si (xn)n>0 est bornée, et A € R est un point d’accumulation de (z,), alors

liminf 2, < A < limsup z,.
n—00 n—o0

(1ii) Si (Tn, )k>0, (Tm, k>0 sont deuz sous-suites telles que
{ng : k>0}u{m, : k>0}=N
(les deux sous-suites couvrent la suite en entier) et
li = li =1
g o = Ji o = 1
Alors,

lim x, = 1.
n—oo
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Démonstration. (i) Soit (zp, )k>0 C (xy) une sous-suite et | = lim,, o0 Z,.

(i)

On doit montrer

Ve >0, 3K € N tel que Vk > K, |z,, — 1] <e.

Soit donc € > 0. Vu que (z,) converge, il existe N € N tel que pour tout n > N,
|zy, — 1] <e.

Par la remarque [3.31] page [86] on a que limg_,o ng = +o00. Par définition, ceci
implique qu’il existe K € N tel que pour tout k > K,

Ainsi, combinant les deux, on déduit que pour tout k > K
‘xnk - l‘ <e ’

ce qui montre que limy_,oc Ty, = 1.

Soit (xp, )k>0 une sous-suite convergente.

On sépare la démonstration en plusieurs étapes.
Etape 1 : Pour tout k € N, on a

{zn,, : m>k} C{xy : m>k}.
En effet, si m > k alors, par (3.31.1)), page on a
Nm > m >k,

et donc si xy,,, € {zn,, : m>k},onax,, €{r, : m>k}
Etape 2 : On montre que

lim z,, <limsupz,

—00 n— 00

Soient

by, =sup{x,, : m >n}
Br =sup{x,, : 1> k}.

Par I’étape 1 et la proposition page on a
br > B
De plus, on a

limsupz, = lim b, et limsup z,,, = lim f;.
n—00 n—0o0 k—so0 k—o0

Ainsi, par les propositions [3.29] page [81] et [3.17, page [70] on déduit

lim z,, = limsupz,, = lim B, < lim b, = limsupz,
k—o0 k—00 k—o0 k—o00 n—00

qui finit la démonstration de cette étape.
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Etape 8 : On montre que
lim x,, > liminfz,
—00 n—oo

Soient
an =inf{z,, : m >n}
ap =inf{z,, : [ > k}.
Par I'étape 1 et la proposition [I.13] page 38} on a
ap < .
De plus, on a

lim inf z,, = lim a, et liminf z,,, = lim «y.
n—00 n—00 —00 k—o0

Ainsi, par les propositions [3.29] page [81] et [3.17], page [0, on déduit

lim x,, =liminfz,, = lim a > lim a; = liminf z
koo Tk koo Tk k—o0 ~ k—oo n—oo "

qui finit la démonstration de ce point.
(#i) Soit € > 0. Par hypothese, il existe K1, Ky € N tel que

Vk > Ky, |zg, —1| <€ Vk > Ko, |z, —1| <e.
Soit N = max{ng,,nk, }. Montrons que
Vn> N, |z, — 1] <e.

Pour tout n > N, vuque {ny : k>0}U{my : k>0}=N,onanec {n; : k>0}
oun € {mp : k > 0}. Pour n > N quelconque, on distingue deux cas, pas
nécessairement exclusifs.

Cas 1 :ne{n; : k>0}.

Dans ce cas, il existe k tel que n = ng. De plus, vu que ny, =n > N > ng,, on a
nécessairement k > K. Ainsi,

2 — 1] = |2n, — 1] <&,

qui est le résultat voulu dans ce cas.

Cas 2 :me{my : k>ko}.

Dans ce cas, il existe k tel que n = my. De plus, vu que my =n > N > ng,, on a
nécessairement k > K. Ainsi,

20 — 1] = [2m, — 1] <,
qui est le résultat voulu dans ce cas et termine la démonstration. ]

Remarque 3.36. (i) Pour montrer qu'une suite ne converge pas, une méthode est d’ex-
traire deux sous-suites qui convergent vers des limites différentes. Le point (7) de la
proposition nous garantit alors que la suite diverge.

(it) La proposition, ensemble avec la remarque nous dit que limsup,,_, , , est le
plus grand point d’accumulation possible et liminf,,_,., x, est le plus petit point
d’accumulation possible.
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Exemple 3.37. (i) Soit (xy,)n>1 la suite définie par

2 . .
2212 si n est pair
Ty =
4 . . .
TZZ:HIQ si n est impair.

Montrons que (z,,) converge vers 1.

Soit ng = 2k, et (xp, )r>1 la sous-suite des termes pairs. Alors,
4+ k% 4

I I i RS2 g |
m = lum x = 11m ———-— = 1l1m = — = 1.
—00 "k k—o00 2k k—o0 (2]{7)2 =+ 4 k—oo0 4 4+ k2 4

Soit encore my, = 2k — 1 et (zm, )r>1 la sous-suite des termes impairs. Alors

lim z,,, = hm Tog_1 = l’ (Qk_l)4+1

foo T oo (2k — )4 + (2k — 1)2
g 16K 32K 4 24R7 -8k 42 16-324+24 84 2
koo 16k% — 32k3 + 28k2 — 12k + 2 koo 16— 32 4+ 28 124 2
16
=6 =1

Ainsi, la sous-suite des nombres pairs et celles des nombres impairs convergent toutes
deux vers la méme limite. Vu que les pairs et les impairs couvrent tous les entiers, on
déduit que (x,) converge vers 1.
s
Ty =cos|n=|.
2

1’0:1, x1:0, 1:2:—1, x3:0, :IZ4:1, 375:0, .CCGZ—l, x7:0, 1?8:1,...

(7) Soit (zy)n>0 définie par

On a

En particulier, si ny = 4k, on a

. . . ™ .
kli)rglo Tn, = klin;o Tap = klin;o cos (4k2) = lim cos(2km) = 1.

k—o0

De plus, si mp =4k + 2, on a

k—o0

lim z,,, = lim x4,49 = lim cos ((4l<: + 2)7T) = lim cos(2km + ) = —1.
k—ro00 k—ro0 k—ro0 2

Ainsi, on a trouvé deux sous-suites qui convergent vers des limites différentes et donc
la suite diverge.

Exemple 3.38 (Méthode de calcul de lim sup et lim inf).

Si (zy,) est composé d'un nombre fini de sous-suites convergentes, ou, en d’autres termes,
si on trouve un nombre finis de sous-suites convergentes qui couvrent la suite en entier, la
limsup est donnée par la plus grande limite parmi les limites des sous-suites et la liminf est
donnée par la plus petite limite parmi les limites des sous-suites.

Regardons quelques exemples :
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(7) Soit

2

n . .
PTVESY si n est pair

n 2 . . .
(nT—l = 1) cos(n”) si n est impair

alors, la sous-suite des termes pairs converge :

i i 4k 1
im xop = llm —5—— = -
koo K T koo 8k2 4+ 1 2

et la sous-suite des termes impairs converge :

2k +1

S |
|22k 1] '2k+2

‘cos((Qk + 1)2)‘ < ’kil - 1‘ :

Vu que limg_oo ‘k—_’il — 1’ = 0, on a par le corollaire du critére des deux gendarmes,
lim Tok+1 — 0.
k—o0

Vu que la sous-suite des pairs et la sous-suite des impairs recouvrent toute la suite
(i.e. n’importe quel indice n peut s’écrire comme n = 2k ou n = 2k + 1 avec k € N)
on a

lim sup ., :max{ lim 29, lim $2k+1} =max{0,1/2} =1/2
n—oo k—o0 k—o0

hnrggéf T, =min {klingo ok, klin;o x2k+1} = min{0,1/2} = 0.

(7) Soit (zp)n>1 la suite définie par

n
Ty = _1n
=) n+1
1 o
,7———‘”“.' _______ - — - $8
_ - "
- Ty 6
Z2
z1
&\\\ CC3 x5 x7
_1 __________

Remarquons que pour tout n € N,
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— si n est pair
Ty =
- si n est impair

Etudions donc les deux sous-suites (%2k) k>0, (T2k+1) k>0 C (Tn)n>0- On a

I ~ lim 2
e T2 T N ok 1
Et
2k —1

li [ T S
f 2 Tk — 1+ 1

Vu que la sous-suite des pairs et la sous-suite des impairs recouvrent toute la suite
(i.e. n’importe quel in indice n peut s’écrire comme n = 2k ou n = 2k + 1 avec k € N)
on a

lim sup z,, :max{ lim w9, lim :EQk_H} =max{—1,1} =1
k—o00 k—00

n—oo
liminf z,, =min< lim zo, lim z9t41 ¢ = min{—1,1} = —1.
n—oo " k—o0 " k—o0 * { ’ }
(7i) Soit (xy)n>1 définie par z, = (—1)" (1 + %)
\
AN
.. 24
.\\\~\\\ Z6 xrs
e T
e s ’
e T3
K
¢
1
Remarquons que pour tout n € N,
1 . .
1+ si n est pair
Ty =
-1-1 si n est impair

n
Etudions donc les deux sous-suites (2k) k>0, (Z2k+1)k>0 C (Tn)n>0- On a
1
lim x9p = lim 1+ — = 1.
k—o0 2k k—o0 2k
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Et

1
lim zop_1 = lim —1 — =—
k—o00 2h—1 k—o00 2k +1
Vu que la sous-suite des pairs et la sous-suite des impairs recouvrent toute la suite

(i.e. n’importe quel in indice n peut s’écrire comme n = 2k ou n = 2k + 1 avec k € N)

on a
lim sup z,, :max{ lim zo, lim 372k+1} =max{-1,1} =1
n—o0 k—oo k—oo
liminf x,, =min< lim z9;, lim x =min{-1,1} = —1.
Lm0t 2y, {kﬁoo 2k im 2k+1} { }
(7v) Soit

1\ . [/ 2n7w
Ty — 1+ E S1814 T .

0 si dk € N tel que n = 3k
sin(q?;”r): § sidk € Ntel quen=3k+1
—@ si dk € N tel que n = 3k + 2

Remarquons que

[an

Etudions donc les trois sous-suites (23 ), (€3541), (Z3642) C (2n).
On a

. . 1

klin;oxgk —klin;o <1+%>0—0
L >\/§ V3

3k+1 2

lim zgy; = lim {1+
k—o00 k—o00

!
=

1
hvoo k2 = ( Ty 2> 2 2
Vu que ces trois sous-suites couvrent la suite en entier (i.e. n’importe quel indice n
peut s’écrire comme n =3k oun =3k + 1 oun=3k+2 avec k € N), on a

limsup z, =maxq lim z3g, lim z3gq, lim k40
k—o0 k—o00 k—o0

=max{0,v3/2, —V3/2} = V/3/2

lim inf 2, =min { k1LH;O T3k, kILIgO T3k+1, klij;o $3k+2}
= min{oa \/3/2’ _\/5/2} = _\/?:/2

La raison pour laquelle la méthode fonctionne est que vu que les différentes sous-suites
couvrent la suite en entier, il ne peut pas y avoir d’autres points d’accumulation que
ceux calculés avec les différentes limites des sous-suites (on n’entrera pas dans le détal de
pourquoi ici) et donc, on a une description exacte de I'ensemble des points d’accumulation
de la suite. Par la remarque [3.36| page le plus grand point d’accumulation est la limsup
et le plus petit point d’accumulation est la liminf.

Remarque 3.39.

La méthode de I’exemple précédent ne permet pas de calculer limsup et liminf dans tous
les cas. Par exemple, la suite sin(n) a comme ensemble des points d’accumulation [—1, 1]
(on n’entre pas dans le détail ici sur pourquoi) qui est infini. On n’a donc pas d’espoir de
trouver un nombre fini de sous-suite qui capturent tous les points d’accumulations.
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3.5 Séries

Définition 3.40 (Série).
Soit (an)n>0 une suite. La série des (ay) est la suite (Sp,)n>1 définie par

n
Sp = Z ag.
k=0

Un terme S,, de la suite (S,) est appelé une somme partielle et aj est appelé le terme
général de la série.
Si (Sy) converge, on note sa limite (qu’on appelle des fois la valeur de la série)

o0
lim S,, = .
Jim S =D an
k=0
On écrit
o
> a
k=0

pour faire référence a la série ou a sa limite, en fonction du contexte.
On dit que la série converge absolument ou est absolument convergente si la série

o0
> lagl
k=0

converge.
Remarque 3.41. (i) Si a; change de signe qu’un nombre fini de fois, convergence et
convergence absolue de > 72 a sont équivalentes.

(it) Lorsqu’on s’intéresse a la convergence absolue d’une série, on s’intéresse a la conver-
gence d’une suite croissante :

n+1 n n
D lanl = lanta| + > lagl > Y laxl,

il suffit donc de montrer que la suite de sommes partielles
n
> lagl
k=0

est bornée pour avoir la convergence absolue de la série.

Exemple 3.42. (i) Soit r > 0 et la série géométrique
oo
> ok
k=0

Cette série converge pour 0 < r < 1 et diverge pour r > 1. En effet, pour tout r # 1,

on a
L 1 — L

po 11—
ZT 17

k=0
Vu que le membre de droite converge pour r < 1 (voir exemple [3.9, page et
diverge pour r > 1 (voir exemple page on a que la série converge pour r < 1
et diverge pour r > 1.
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De plus, pour r =1, on a
n
Z r"=n+1
k=0
qui diverge également.
(it) La série harmonique définie par
o

k=1

| =

diverge.
En effet, on peut montrer que la suite

"1
Sn — Z E
k=1
admet une sous-suite non-bornée.
Soit n,, = 2™. Alors,
2m 1 m 21 1 m 1 21 m 1 ) -
i — — A 11—
S”m*,;%*HZ > 21+E§ Z 1*1+E?(2 — 271y
= i=1 k=2i—141 ~~ i=1" k=2i-141 =1
>L

27/
1y iogm
i:12 2

Vu que
. m
lim 14 — = +o00,
m—00 2

on a (Sp,,)m>1 tend vers 'infini également et donc n’est pas bornée, et donc la série
ne peut pas converger.

(#i) Soit o > 0 et la série
=1

—.
k=1 k

Alors la série converge pour « > 1 et diverge pour a < 1. On ne peut pas le démontrer
ici, on aura besoin des outils de l'intégrale généralisée (voir proposition page
234)).

(7v) Soit (x,)n>1 une suite et ay = xg41 — k. Alors, si S, = > p_; ax, on a
Sn = Tpt1 — X1
Dong, la série
o0
>
k=1

converge si et seulement si la suite (z,,) converge. On voit ici que méme si les séries
on l'air d’étre des suites qui ont une certaine structure, en réalité, toute suite peut
étre étudiée comme une série.

Proposition 3.43.
Soit Y 7o ak, une série convergente. Alors,

lim a; = 0.
k—o0
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Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Vu que la série Y 7, ax converge, la suite des
sommes partielles
n
Sn= 2 a
k=0

est de Cauchy (voir théoréme page . Ainsi, il existe N € N tel que pour tout
n,m> N,
|Sn — S| < e.

En particulier, pour tout n > N + 1,
|an| = [Sp — Sn-1] <,
ce qui montre que (ay) converge vers 0.

Remarque 3.44.
Comme vu dans I’exemple de la série harmonique, la réciproque est fausse. Il existe des
suites (ax)r>0 qui convergent vers 0 pour lesquelles la série

[e.e]

> a

k=0
diverge.

3.6 Criteres de convergence pour les séries

Théoréme 3.45.
Une série qui converge absolument converge.

Démonstration. Soient
n
Sn = Z ay
k=0
n
T, = Z |ag|
k=0

tel que (T,) converge. On montre que la suite (S),) est de Cauchy (voir théoréme
page . Soit € > 0 quelconque. Vu que (7},) converge, elle est de Cauchy, et donc il existe
N € N tel que

Vn,m > N, |T,, — Tp| <e.

Soient donc n,m > N quelconques. Supposons sans perte de généralité que n > m. Alors,

n n

1S = Sml=| > | < D ap| =T —Ton =T — Ti| <e.
k=m+1 k=m+1

Ceci montre que (S;,) est de Cauchy et donc (S,) converge.

Théoréme 3.46 (Critére de comparaison).
Soient Y 5o ak et >.peqbr deuz séries.

(i) St > 72 br converge et qu’il existe K € N tel que pour tout k > K, |ai| < by, alors
Y pegax converge absolument (et donc converge).
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(ii) Si > jeobr diverge et qu’il existe K € N tel que pour tout k > K, 0 < by, < ay, alors
Y oreg ak diverge.

Démonstration. (i) On définit

Sn
1y,

n
> gl
k=0

n
> b
k=0

On a que (.Sy,) est une suite croissante, on montre qu’elle est bornée.
Vu que par hypothese (7,,) converge, elle est bornée, par une constante M (voir

proposition page [66).

Posons

C =M+

K-1
> o
k=0

K-1
Y h
k=0

Montrons que pour tout n > 0,
|SL] < C.

On distingue deux cas
Cas 1 :n> K.

Dans ce cas, on a

n K-1 n K-1 n K-1 n
]SnIZZakZZak—i-ZakSZak+2|ak|§ Zak+2bk
k=0 k=0 k=K k=0 k=K k=0 k=K
K-1 K-1 K-1 K-1
=D ap+ T = DY b <M+ > ap|— > bpy=C.
k=0 k=0 k=0 k=0

Cas 2 :n< K —1.

Dans ce cas, on a
Cas 1
|Sul < Sk < C.
Ainsi, on a que (.5,,) est bornée et donc converge, ce qui veut dire que la série > 72 ax
converge absolument et donc converge.
(7) Soient

n
Sn = Z ag
k=0
n

T = |bil.

k=0
Le but est de montrer que lim,_, o, S, = +00 ce qui montrera que 5, diverge. On le
fait en 2 étapes.

Etape 1 : On montre que

lim T, = +o0.
n—oo

Remarquons que (7},) est une suite monotone. De plus, (7},) ne peut pas converger
sans quoi la série Y 7o by serait absolument convergente et donc convergerait (voir

théoreme (3.45)).
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Or, pour une suite croissante, diverger est équivalent a

lim T, = +o0,
n—oo

ce qui est le résultat voulu dans cette étape.

Etape 2 : On conclut.
On a, pour tout n > K,

n n K-1 n K-1 n K-1
Sp=Yap=Y ar+ > ar> Y bt > ar= > ||+ > a
k=0 k=K k=0 k=K k=0 k=K k=0
K-1
=Ty + Y (ar, — |bx)),
k=0
Ainsi,
K-1
lim S, > lim T, + ];)(ak — |b]) = +o0,

ce qui termine la démonstration.

Corollaire 3.47 (Corollaire du critére de comparaison).
Soit (ak)r>0 une suite et la série Y p—ay. Alors,

(i) st il existe o > 1 tel que k%ay converge, la série Y roax converge absolument.

(i) si il existe « <1 tel que k®ay, converge vers une limite non-nulle, la série Y 7> ax
diverge.

Démonstration. (i) Soit | = limg_,o, k%ax et € = 1. Par définition de la limite, il existe
K € N tel que pour tout k > K,

k%, — 1] < e =1.

Ainsi, pour tout £ > K,

1 1
— o < —(|k~ — < — 1).
Jarl = ko] < o (6% = 1]+ 1) < (11 + 1)

De plus, vu que a > 1, par 'exemple page on a que la série > 72, |ll|;1
converge. Par le critére de comparaison, la série > 72, a; converge absolument.
(7) Soit I = limg_,0 k%ax, # 0. On distingue deux cas.
Cas 1:1>0.
Soit € = % > (. Par définition de la limite, il existe K € N tel que pour tout & > K,

l
|kfaa/k;—l| <e= 5

Ainsi, pour tout k > K,

1 1 1 1 !
_ o, Yarn — 1) > —(l — k% — > — - =
o =jh o = g (K= D 2 o (- a1 2 g (1 5)
1
=——>0.
rag =Y
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De plus, vu que a < 1, par 'exemple page [94[on a que la série Y 7o, k%é diverge.

Par le critére de comparaison, la série > 72 aj diverge.
Cas 2 : 1 <0.
On applique alors le cas 1 a la série

00
Z —ag,
k=0

qui diverge. Et donc, la série

oo o
Sa=- Y
k=0 k=0

diverge également.

Théoréme 3.48 (Critére de d’Alembert pour les séries).
Soit une suite (ag)r>o0 telle que pour tout k, ay # 0 et la série

oo
S a.
k=0

Supposons que la limite
lim [@n 1] =1

n— 00 ‘an‘

existe.
Alors

(i) sil <1, la série converge absolument (et donc converge).
(ii) sil > 1, la série diverge.

(iii) sil =1, on ne peut rien dire.

Démonstration. L’hypothese est exactement la méme que celle du critere de d’Alembert
pour les suites (voir théoréme page . On se permettra donc de reprendre certains
résultats intermédiaires démontrés dans la preuve du critere de d’Alembert pour les suites.

(7) On a vu (voir (3.23.1)), page qu’il existe K € N tel que pour tout k > K,

[+ 1\FE
i< (57) e

S (S o
— K
k=0 2

Or, la série

converge. En effet,

2(5) e aten ()

k=0 k=0

Or, cette derniére série est une série géométrique de raison % < 1 et donc elle

converge.
Ainsi, par le critere de comparaison, on a que la série

[e.e]
> ar
k=0

converge absolument et donc converge.
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(7) Par le critere de d’Alembert pour les suites, on a que (ag)r>o diverge. Au vu de la
proposition [3.43] page 05} on a que la série ne peut pas converger et donc elle diverge.

O

Théoréme 3.49 (Critére de Cauchy, critere de la limsup).
Soit la série

[e.e]

> ak

k=0

telle que la limite
g, {lanl =1
existe. Alors,
(i) sil <1, la série converge absolument (et donc converge).
(ii) sil>1, la série diverge.

(iii) sil =1, on ne peut rien dire.

Démonstration. (i) On sépare la preuve en deux étapes.

FEtape 1 : On montre qu’il existe N € N tel que pour tout n > N,

1L+ 1\"
< (==
|an|( 2 )

Soit € = IT_Z > 0. Alors, par définition de la limite lim,, oo {/|a,| =, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on a

] an| —l‘ <e.

Ainsi, pour tout n > N,

lanl = lanl —1+1<

En élevant a la puissance n, on déduit que pour tout n > N,

14+ \"
< [
|a"|_( 2 )

qui est le résultat voulu dans cette étape.

1—1 1+1
Van| =l +l<el="—4il="",
|| ‘+ <e+ ot 5

Etape 2 : On conclut & l'aide du critére de comparaison.

Vu quel <1, on a que ITH < 1. Dong, la série

S5

converge. Ainsi, par le critére de comparaison,

o
> lak]
k=0

converge, ce qui est le résultat voulu.
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(i)

On sépare la démonstration en deux étapes.
FEtape 1 : On montre qu’il existe N € N tel que pour tout n > N,

1+1\"
> -
'“"‘—< 2 >

Soit € = Z_Tl > 0. Alors, par définition de la limite lim,, oo {/|a,| =, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on a

an] —l‘ <e.

Ainsi, pour tout n > N,

lanl = flonl =112 -

En élevant a la puissance n, on déduit que pour tout n > N,

ol (1)
2

qui est le résultat voulu dans cette étape.

-1 1+1
g — >_ = - = —.
|an| l‘+l_ e+1 ==

Etape 2 On conclut.
Vu que ! > 1, on a que ITH > 1. Ainsi,

1 n
lim <H> = +00.

n—00 2

Ceci avec I'étape 1 implique que (|an|)n>1 tend vers plus I'infini et n’est donc pas
bornée. En particulier il n’est pas possible que lim,_, a, = 0 (en effet, si ceci était
vrai, (ay) serait bornée. Voir proposition page Vu que la limite du terme
général doit nécessairement tendre vers 0 pour que la série converge (voir proposition
m page il n’est pas possible que la série converge.

Remarque 3.50. (i) Le critére de la limsup porte ce nom car il est vrai si on remplace

(i)

la limite dans
lim {/|an,|
n—o0
par la limsup.
On peut utiliser les critéres de d’Alembert ou de la limsup pour retrouver pour quels
r la série géométrique converge

oo
Sk,
k=1

Dans les deux cas, on a | = |r| qui converge absolument si |r| < 1 et diverge si |r| > 1.
Le fait que les limites a calculer dans le critere de d’Alembert et dans le critére
de la limsup ont la méme valeur est en fait tout le temps vrai, du moment que les
deux limites existent. En effet, on peut montrer que si la limite dans le critere de
d’Alembert existe, alors la limite dans le critére de la limsup existe également et elles
valent la méme chose.
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Théoréme 3.51 (Critére des séries alternées).

Soit une série
o0
> a
k=0

telle que
(i) pour tout k >0, agyiar <0,
(ii) pour tout k >0, |ag+1| < |ax/,

(i4i) limg_,oo a, = 0.

Alors,
o
>
k=0
converge.

Démonstration. On distingue deux cas.
Cas 1 : dk > 0 tel que ag = 0.
Dans ce cas, la série est en fait une somme finie. En effet, pour tout n > k,

0 < |ay| < |ax| = 0.

Ainsi, tous les termes de la sommes au dela d’un certain rang sont nuls et donc la série est
une somme finie qui converge.

Cas 2 :Vk>0,ar #0

Soit

n
Sn = Z ag.
k=0

Le but de la démonstration est de montrer que la sous suites des termes pairs de (S,) et la
sous-suite des termes impairs de (.S,,) convergent vers la méme limite. Pour ces sous-suites,
on montrera que l'une est croissante et majorée et I’autre est décroissante et minorée.
Commencgons par remarquer qu’on peut supposer sans perte de généralité que ag > 0. En
effet, si ce n’est pas le cas, on pose by = —ay. La nouvelle série

S
k=0

vérifie alors également les hypotheéses du théoréme mais, on a en plus by > 0. De plus, vu
que

oo o
Z by = — Z ag,
k=0 k=0

une de ces deux séries converge si et seulement I'autre converge.
On sépare maintenant la démonstration en huit étapes.
Etape 1 : On montre par récurrence que pour tout k > 0,

a = (—1)"[ax|.
Ancrage : Vu que ag > 0, on a
— _ 0
ag = |ao| = (—=1)"]acl

qui est le résultat quand k£ = 0.
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Pas de récurrence : Supposons que aj, = (—1)*|a|. Alors, vu que par hypothese, aj41ay < 0,

on a |agi1||lax| = |akr1ak| = —ags+1ak. En divisant par —ag, on obtient
Ak+1 AR+1 HR. |Qk+1
ak+1:_| +||CL|:—| +‘ak L2 _| +|(_1)k‘a‘:(_1)k+1‘ak+1’
|ag| |ag|

qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 2 : On montre que pour tout n > 0, So, > Sonto.
On a

Etape 1
Soniz =Son + Goni1 + aznia = Son + (=12 Hagni1| + (=122 age. o]

=Son + |a2nt2| — |aznt1| < Son

<0

qui est le résultat voulu.
Etape 3 : On montre que pour tout n > 0, So, > 0.

On a
2n—1 n—1
Son =a9n + Z ax = agp + Z(CL% + agp41)
k=0 k=0

. n—1
Etape 1
2 (=)™ azal + 3 (=1 lagel + (~1)* fazir )
k=0

n—1
= lagn| + Y (Jazk| — |azk4a]) >0,
' k=0
>0 >0

qui est le résultat voulu.

Etape 4 : La sous-suite des termes pairs (Ss,) converge.

Par I'étape 2 (Say,) est décroissante. De plus par I’étape 3, (S2;,) est minorée. Ainsi, par le
théoreme page (Sa2y,) converge. Notons sa limite a.

Etape 5 : On montre que pour tout n > 0, Sop+1 < Sopt3.

On a

Etape 1
Sonts =Sons1 + Ganta + aonys = Sopi1 4+ (=122 |ag o] + (=1)73agy 3]

=Son+1 + |a2n+2| — |a2n+t3| > Son+1

>0

qui est le résultat voulu.
Etape 6 : On montre que pour tout n > 0, Sop1+1 < ag.

On a
2n n—1
Sont1 =ao + azn+1 + Z ag = ao + azn41 + Z(a2k+1 + agg+2)

k=1 k=0

Etape 1 n-l
= “ao+ (—1)*"Hagni1| + Z ((—1)%“\@2%1\ + (_1)2k+2’a2k+2’)
k=0
n—1
=ag —|aont1| + Y (laget2| — lazis1]) < ao,

<0 k=0 <0

qui est le résultat voulu.
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E’tape 7 : La sous-suite des termes impairs (S2,,41) converge.

Par 1’étape 5 (Say,41) est croissante. De plus par I’étape 6, (S2,41) est majorée. Ainsi, par
le théoreme page (Son+1) converge. Notons sa limite b.

Etape 8 : On conclut.

On a

la —b] = lim [S2, — Sap41| = lim |an| = 0.
n—00 n—oo

Donc a = b. Ainsi, on est dans la situation ou on a deux sous-suites de (.S,,) qui couvrent
tous les éléments de la suite et qui convergent vers la méme limite. Par la proposition [3.35]
page on déduit que la suite (S,) converge qui est le résultat voulu.

]

Exemple 3.52. (i) Soit 7 € R et la série

9k cos(kt
$ 2eolir)

k
k=1 3
Montrons que la série converge. Soient
" 2k cos(kT)
Sn = Z 3k
k=1
" |2 cos(kT)
Tn = Z 3k
k=1

M=

2 k
k
La stratégie est la suivante : On a vu a ’exemple page [94] que la série (R),)
converge. On utilise le critere de comparaison (théoreme [3.46| page pour en

déduire que (7)) converge. Ensuite on utilise le fait si (7,) converge, alors (S,)
converge absolument et donc converge (théoréme page .

On a pour tout k > 1,
2\* 2\ k
— () | cos(kr)| < () .
3) ~—— 3

<1

Il
_

2k cos(kT)
3k

Ainsi, vu que > 524 (2/ 3)’“ converge, on a par le critéere de comparaison que T}, converge.
Or ceci est par définiton le fait que S, converge absolument et donc converge.

(i) Soit la série

n+1 n 1+ +

1
= :7§
Vnd 4+ 2n3 +4n /nb 1_}_%_1_% nz

Ainsi, si o = %, on a

n—+1 144

lim n® im ————n___
1+ Z+ 4

n—oo /n® + I3 + 4n - n1—>

Vu que a > 1, par le corollaire du critére de comparaison (corollaire page la
série converge.
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(@i1) Soit la série

Soit ap = (;—1,)]6 Alors,

Tt k!
i 1l o, T

_ki)n;o(k+1)! :klggokJrl =0

k—o00 ]ak] koo T

Ainsi, par le critere de d’Alembert, la série converge.

(7v) Soit la série

i 14%
.
ok
Soit ay = 14%/kF. Alors,
14
lim = lim — =0.
Fyoo lax hooo k 0

Ainsi, par le critere de la limsup, la série converge.

(v) Soit la série harmonique alternée,

(_1 n+1

>

Contrairement a la série harmonique, la série harmonique alternée converge. On
le montre avec le critére des séries alternées. Si a, = (—1)"*'/n, on a api1a, =
—1/(n(n+1)) <0, |[ant1| =1/(n+1) < 1/n = |ay| et im0 an, = 0.
Ainsi, par le critere des séries alternées,

i (—1)n+l

n=1 n

converge.

Exemple 3.53 (Séries qui dépendent d’un parametre).
Des fois, on doit déterminer la convergence d’une série en fonction d’un parametre qui est
inconnu. On en a déja vu des exemples

o0

Zrk le parameétre est . La série converge si et seulement si |r| < 1
k=0

>, 2% cos(kT) . .

Z? le parameétre est 7. La série converge pour tout 7.
k=1

Pour déterminer les parametres pour lesquels la série converge, on peut utiliser les criteres
de convergence. Voyons quelques exemples.

(7) Soit la série
ok

T
D

k=0

Pour quels x la série converge-t-elle ?
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On utilise le critére de d’Alembert :

‘x|k+1
i FDE 2

Or, 0 < 1 indépendament de x et donc la série converge pour tout x. En réalité, cette
série est I’exponentielle de z. On a pour tout = € R,

0o .k
T _
=2 5
k=0

(i) Soit la série
[e.e]
D2kt — 1)k,
k=0

Pour quels t la série converge-t-elle ?
On utilise le critére de la limsup :

lim {/2F|t — 1|k = 2t — 1].
kgrolox/l | | |

Le critére nous dit que si 2|t — 1| < 1 la série converge. Or, 2|t — 1| < 1 est équivalent
a —% <t-1< % qui a son tour est équivalent a

1<1t<3
2 2

Aini, la série converge absolument si t €]1/2,3/2].

De plus, & nouveau par le critére, la série diverge si 2|t — 1| > 1. Il reste a voir ce qui
se passe si 2|t — 1| = 1. Or, 2|t — 1| = 1 est équivalent & t = § ou t = 3.
Sit=1,

SS9 - 1) = 3 (-1
k=0

k=0
qui diverge car on n’a pas limy_,o(—1)* = 0.
Sit=3,

(0.9] (e.9]
dooFt—1F=>"1
k=0 k=0
qui diverge car on n’a pas limy_,,, 1 = 0.
On conclut donc que la série converge absolument si ¢ €]1/2,3/2[ et diverge sinon.
3.7 Suites définies par récurrence
Définition 3.54 (Suite définie par récurrence).
Soit f: R — R, a € R. Une suite définie par récurrence est une suite (xy,)n>0 qui a la forme
To—=—a
Tnt1 = f(xn) pour tout n > 0.
On a alors

zo = a, 11 = f(zo) = fla), xo = f(x1) = f(f(a)), 3= f(x2) = [([(f(a))), -

106



Remarque 3.55. (i) on peut établir des propriétés de ces suites par récurrence.

(it) si f a suffisement de proriétés (plus précisément, si f est continue, on verra plus loin
ce que ga veut dire) si une suite définie par récurrence converge, alors nécessairement
sa limite est une solution de ’équation

1= f(0).

(ii7) Généralement, il y a 3 stratégies pour montrer qu'une suite définie par récurrence est
convergente.

(a) On trouve une formule close z, = g(n) et on étudie la suite avec les outils qu’on
a développé pour les suites.

(b) On montre que (z,) est monotone et bornée.
(c) On montre que (z,,) est une suite de Cauchy.
Ecrire quelques termes de la suite permet souvent de choisir une de ces approches.

Exemple 3.56 (Suite définie par récurrence, cas affine).
Soient a,m,h € R, f(x) = mz + h et la suite définie par récurrence

o= a
{ Tnt1 = f(xn) =ma, +h pour tout n > 1.
En écrivant quelques termes de la suite, on a
Ty =a
1 =mxg+h=ma+h

T :mx1+h:m2a+mh+h
x5 =maxs + h = m3a+m?h +mh+h
On devine donc qu’une formule close pour z,, est
n—1

T, = m"a + hz mF
k=0

Vu que pour m # 1, EZ;& mk = 11__";: (voir exemple page , on conjecture que
pour tout n > 0

a+ nh sim=1

:L‘n: n
n 1-m
m'a+

h sim # 1.

En effet, montrons le par récurrence en distinguant les cas.

Cas 1 :m=1

Ancrage : pour n = 0, la formule donne xg = a, qui est vrai par définition.
Pas de récurrence : Supposons que x,, = a + nh. Alors,

Tpy1=Tp+h=a+nh+h=a+ (n+1)h,

ce qui démontre la formule ci-dessus dans ce cas.
Cas 2 :m#1
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Ancrage : Pour n = 0, la formule donne

1—md

1-m

zo =m'a + h = a,
qui est vrai par définition.

3 o
Pas de récurrence : Supposons que z,, = m”™a + 11_"7; h. Alors,

1—m" 1 —mn
Tnii —mwn—i-h—mnﬂa—i-mmh+h—m”+1a+h(mm+1>
1—m 1—-m

:m"+1a+hm_mn+1+1_m:m"+1a+ 1 —mntt
1-m 1-m

h,

ce qui est le résultat souhaité.

Maintenant qu’on a une formule pour la suite, on peut s’intéresser a quand elle converge.
On distingue 4 cas.

Cas 1 :|m| <1

On a alors que la suite converge vers ﬁh car lim,_,,o m"™ = 0. Remarquons qu’on peut
aussi trouver la limite de la fagon suivante : On a

l:nli_{r;oxnﬂ:nli_{gOma:n—i—h:mnli_}rgoxn—i—h:ml—i—h.

En résolvant pour [, on trouve [ = ﬁh.

Cas 2 : |m| > 1

La suite converge alors si et seulement si a = ﬁ La suite est alors constante égale a
h.

Cas 8 :m=1

On a alors que la suite converge si et seulement si h = 0. La suite est alors constante égale
a a.

Cas 4 :m=—1

On a alors x, = a si n est pair et z,, = —a + h si n est impair. La suite converge si et

seulement si 2a = h. La suite est alors constante égale a a = %
On a étudié cette suite en en trouvant une formule générale et on arrive a la conclusion
que si |m| < 1 la suite converge et si |m| > 1, la suite converge si et seulement si elle est

constante.

Exemple 3.57. (i) Soit la suite définie par récurrence (z,)n>0 par

_1
o = 5
{ Tyl = m% pour tout n > 0.
Avant de s’intéresser a la convergence de la suite, calculons quelques termes de la
suite et regardons quelles sont les limites possibles. On a

1
9’

1

2
Xro =1 = —
1 167

1
Si (z,,) converge, la limite [ est solution de | = [2, c’est-a-dire, [ = 0 ou [ = 1.

Au vu des quelques premiers termes de la suite, et des limites possible, on conjecture
que (x,) est décroissante, minorée et converge vers 0.

Dans une premiére étape, montrons par récurrence que Vn > 0, 0 < x, < %
Ancrage : Pour n =0, on a z,, = 1o = % Vu que 0 < % < %, le résultat est veai pour
n =0.
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Pas de récurrence : Supposons que 0 < z,, < % et montrons que 0 < z,41 < %
On a
Iné% 1 2
Tpy1=22>0 et app =2 < () =
Donc, on a bien montré que Vn >0, 0 < z,, < %
Montrons maintenant que (z,) est décroissante : montrons que ¥n > 0, £, 41—z, < 0.

On a

Tptl — Ty = a:i — xy = xp(x, — 1).

Or, quuefL‘nZOetxn—lg—%ga on a xp(r, —1) <0 et donc xpy1 — 2y <0
et (x,) est bien décroissante.

En conclusion, (x,) est décroissante et minorée et vu que la limite est 0 ou 1, on a
que limy, oo xyp =0car 0 <z, < %

Remarquons au passage que I'idée de montrer que 0 < x,, < % vient du fait que si
(z,) est décroissante, alors, lim, oz, < z, < xo. Si (z,) avait été croissante, on
aurait commencé par montrer que g < x, < lim, .o .

Soit la suite définie par récurrence (xy)n>0 par

Tn+1 f pour tout n > 0.
On a
1 _osin(wg) +1 1 /1 +1
$0—2, xr1 = 5 —28111 5 2,
sin(a:l)—l—l 1 . (1 . <1>+1)+1
= — > = —gin(=sin|( = - —.
2 2 MM\ 2% ) Tg) Ty

L’expression devient tres compliquée. De plus, si on s’intéresse aux solutions de
= %, celles ci sont tres difficile a calculer.

On montre que la suite est de Cauchy. On sépare la démonstration en quatre étapes.
Etape 1 : On montre que pour tout n > 0, |Tpy1 — x| < %\xn — Tp_1].

On a

sin(zn) +1  sin(w,—1)+1] 1 . i
( g) _ sin( n21) ’: 5 [sin(zn) — sin(an1)|

1 . Tn — Tp—1 Ty + Tn—1 . Tp — Tn—1
=—|2sin [ Z—"" ) cos | =—"— )| < |sin | =—TT"—
2 2 2 2

sin Jaf <[] |
=~ i‘xn —$n—1’,

|$n+1 - xn| =

ou on a utilisé I'identité trigonométrique
—b b
sin(a) — sin(b) = 2sin (612) cos <a—2|— ) .

2 ) ) 1
Etape 2 : On montre par récurrence que pour tout n > 0, |zp41 — 2n| < 5|21 — 20

Ancrage : Pour n = 0, le membre de gauche est |1 — z¢| tandis que le membre de
droite est 55|21 — 2| = |21 — x| Vu qu'on a bien |z1 — 2| < |21 — 20, le résultat
est vrai pour n = 0.
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Pas de récurrence : Supposons que |21 — on| < 5|21 — | et montrons que
1

|Tnt2 — Tny1| < sarrlT1 — 2ol

On a

Etape 1 1

1
|$n+2 - xn—&—l‘ <

HR. 1 1
Tyl — Tp| < 527’331 — 20| = Qnﬁ’xl — Zol,

2

qui est le résultat voulu et termine la démonstration de cette étape.
Etape 8 : On montre que pour tout n,m > 0,

|1 — 20

‘mn—l—m - xn‘ < on—1

Soient n, m > 0. Alors,

|Zn+m — Tn| =|Tnim — Tntm-1 + Tntm—1 — Tnpm—2+
o F T2 — Tpg1 + Tng1 — T
<|Tntm — Tnpm-1| + [Tntm-1 — Tnpm—2| + ...
+ [Tny2 = Tpy1| + [Tny1 — T

m—1

= Z [ Tntk+1 — Tntkl
k=0

Etape 2™m—1 1
= Z on+k |1 — o

k=0
‘1’1 — 330| mz—:l 1
- 9k
AL P 2
‘1'1 — x0| I 1
< > o
- k
AL P 2
_|l’1—l‘0| 1 |:E1—$0‘
oo 11 P

qui est le résultat voulu.

Etape 4 : On montre que (z,) est de Cauchy en montrant que

Ve >0, IN € Ntel que Vn > N,m > 0, |xpim — xn| < €.

Soit donc € > 0 quelconque. Vu que lim,, o ‘?{ff' =0, il existe N € N tel que pour
tout n > N, ‘x;n_fid <e.

Ainsi, si n > N et m > 0 sont quelconques, on a

Etage 3 ‘xl — 1-0|

’xn—l—m - xn‘ > on—1 > &,

qui est le résultat voulu.

Plus généralement, quand on cherche & montrer qu’une suite (x,) définie par récur-
rence est de Cauchy, un bon point de départ est d’assayer de montrer qu’il existe une
constante ¢ €]0, 1 tel que pour tout n > 1,

|33n+1 - xn’ < C‘xn - xn—l’
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En suivant les mémes étapes que ci-dessus (qui sont faites dans le cas ou ¢ = %), on
peut montrer que pour tout n > 0 et m > 0,

|z1 — o] 1

‘mn+m_xn| < o 1_¢

et qu’elle est de Cauchy.
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Chapitre 4

Fonctions réelles

On s’intéresse dans ce chapitre aux fonctions f: D — R ou D est un sous ensemble de R.

4.1 Bornes, croissance, parité et périodicité

Définition 4.1 (Bornes, croissance, périodicité).
Soit D C Ret f: D — R. On dit que

(7) f est majorée si 3M € R tel que Vo € D, f(x) < M. De plus, on note alors le
suprémum de f

ilelgf(w) =sup f(D) =sup{f(z) : = € D}.

(i) f est minorée si Im € R tel que Yz € D, f(x) > m. De plus, on note alors l'infimum
de f

gcuelijf(a:) =inf f(D) = inf{f(x) : = € D}.

(iii) f est bornée si elle est minorée et majorée ce qui est équivalent & 3¢ > 0 tel que
Ve e D, |f(z)| <ec

(iv) f est croissante si Vx,y € D tel que z <y, on a f(x) < f(y).
(v) f est décroissante si Vx,y € D tel que x <y, on a f(z) > f(y).
(vi) f est strictement croissante si Vx,y € D tel que x < y, on a f(z) < f(y).
(vit) f est strictement décroissante si Vx,y € D tel que = < y, on a f(x) > f(y).
)

(viii) f est (strictement) monotone si f est (strictement) croissante ou (strictement)
décroissante.

(ix) f est périodique si il existe T' > 0 tel que pour tout z tel que z,x + T € D, on a
flx+T) = f(x). On dit aussi que f est T-périodique.

Exemple 4.2. (i) Sinus et Arcsinus.
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Sinus et Arcsinus sont bornées.

Sinus est 27-périodique.

— Arcsin est strictement croissant.

(i1) Cosinus et Arccosinus.

iy

(i)

Cosinus et Arccosinus sont bornées.

Cosinus est 27-périodique.

— Arccosin est strictement décroissant.

Tangente et Arctangente.

— Tangente n’est pas bornée, mais Arctangente est bornée.
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Sinus est strictement croissant si le domaine est un sous-ensemble d’un intervalle
du type [—5 + 2km, § + 2kw| avec k € Z.

Sinus est strictement décroissant si le domaine est un sous-ensemble d’un
intervalle du type [g + k, 37” + k‘ﬂ'} avec k € Z.

Cosinus est strictement croissant si le domaine est un sous-ensemble d’un
intervalle du type [ + 2km, 27 + 2k7] avec k € Z.

Cosinus est strictement décroissant si le domaine est un sous-ensemble d’un
intervalle du type [2km, m + 2k7] avec k € Z.




— Tangente est strictement croissant si le domaine est un sous-ensemble d’un
intervalle du type | =% + km, § + kn[ avec k € Z.

— Tangente n’est pas monotone sur R\{kw : k € Z}.
— Tangente est m-périodique.

— Arctangente est strictement croissant.

(#v) La fonction 1/x

1
T

n’est pas bornée.

8=

est décroissante si le domaine est un sous-ensemble de | — oo, 0] ou de |0, oo.

8=

n’est pas décroissante sur R\{0}.

Définition 4.3 (Fonction paire, fonction impaire). (7) Un ensemble D C R est symé-
trique (par rapport a 0) si pour tout z € D, —x € D.
(it) Soit D C R un ensemble symétrique et f: D — R. On dit que
(a) f est paire si Vx € D, f(—x) = f(x).
(b) f est impaire si Vx € D, f(—x) = —f(x).

Remarque 4.4. (i) On peut déterminer a l’aide du graphe d’une fonction si celle ci est
paire ou impaire : Si en faisant une symétrie axiale selon 1’axe vertical des ordonnées,
le graphe ne change pas, la fonction est paire. Si en faisant une symétrique centrale
de centre (0,0), le graphe ne change pas, la fonction est impaire.

(it) Soit D C R un ensemble symétrique et f: D — R une fonction. Définissons p, ¢: D —
R par

f(x) + f(=x)

p(x) = 5

Alors, p est pair et ¢ est impair et f = p+ ¢g. On appelle parfois p la partie paire et q
la partie impaire de f.
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Exemple 4.5. (i) Les fonctions z, 23, sin(z), arcsin(z), tan(z), arctan(z) et 1/z sont

impaires. Les fonction 22, cos(x) sont paires. Les fonctions %, log(x) et arccos(z) ne
sont ni paires ni impaires.
(it) La partie paire de 'exponentielle est le cosinus hyperbolique
e’ +e "
cosh(z) = —5

La partie impaire de ’exponentielle est le sinus hyperbolique

sinh(z) = S

Proposition 4.6.
Soient D C R un ensemble symétrique, p1,p2: D — R deux fonctions paires, q1,q2: D — R
deuzx fonctions impaires et f: p1(D) — R une fonction. Alors,

(i) p1 + p2 est paire.
(ii) p1 - p2 est paire.
(iii) q1 + q2 est impaire.
(iv) q1 - q2 est paire.
(v) p1-q1 est impaire.
(vi) si q2(D) C D, q1 0 qq est impaire.
(vii) si g1(D) C D, p1oq est paire.
(viii) f opi est pair.

Démonstration. (i) Pour tout x € D, on a
(1 + p2)(=2) = p1(=2) + pa(=2) = pr (@) + p2(2) = (p1 + p2)(2),

qui est la résultat voulu.

(#) Pour tout z € D, on a

(p1 - p2)(—2) = p1(—z)p2(—z) = p1(z)p2(z) = (p1 - P2) ()

qui est le résultat voulu.

(77) Pour tout € D, on a

(1 + @2)(—2) = q1(—2) + g2(—2) = —q1(z) — @2(x) = — (01 + ¢2) (@)

qui est le résultat voulu.

(7v) Pour tout x € D, on a

(01 q2)(—2) = q1(—2)2(—2) = (—q1(2))(—q2(2)) = (01 - ¢2) ()

qui est le résultat voulu.

(v) Pour tout z € D, on a
(p1-q1)(=2) = p1(=z)q1 (=) = p1(2)(—q1(z)) = —(p1 - @) ()

qui est le résultat voulu.
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(vi) Pour tout x € D, on a

(@1 0@2)(—7) = q1(q2(—7)) = q1(—q2(7)) = —q1(q2(7)) = —(q1 0 g2)(7)
qui est le résultat voulu.
(vii) Pour tout x € D, on a
(p1oq)(=2) = pr(qi(—2)) = pr1(—q1(z)) = pr(q1(z)) = (p1 o q1)(x)

qui est le résultat voulu.

(viii) Pour tout = € D, on a

(fop)(=) = f(pi(=2)) = f(p1(x)) = (f o p1)(2)

qui est le résultat voulu.

O

Proposition 4.7.
Sotent f: D — R une fonction Tt-périodique g: D — R une fonction Ty-périodique et
h: f(D) — R. Alors,

(i) Si % €Q, f+g et f-g sont périodiques.
(it) ho f est T-périodique.

Démonstration. (i) On sépare la démonstration en trois étapes.
Etape 1 : On montre par récurrence que pour tous z € R, n € N,

flx+nTy) = f(x).
Ancrage : si n = 0, I'identité & démontrer se réduit a f(z) = f(z) qui est bien vrai.
Pas de récurrence : Supposons que f(x +nTy) = f(x). Alors,
H.R.
fle+ (n+1)Ty) = f(x+nTy+Tf) = fx +nTy) = f(x),

qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 2 : On montre que pour tous z € R, n € Z,

flx +nTy) = f(x).

Sin > 0, le résultat est précisément ce qu’on a montré a I’étape 1. Sin < 0, on a,
toujours par ’étape 1

f(x +nTy) = f(x+nTy —nTy) = f(x),

qui est le résultat voulu.
Etape 3 : On conclut.
Soient n,m € Z\{0} tel que % = . Alors, on a nTy = mT,. Ainsi, pour tout = € D,

(f +9)(& +nTy) = f(z +nTy) + g(x + mTy) = f(z) + g(x) = (f + 9)(2),

ce qui montre que f + g est nTp-périodique.
De plus, pour tout = € D,

(f - 9)(x +nTy) = f(x+nTy)g(x +mTy) = f(z)g(z) = (f - 9)(2),

ce qui montre que f - g est nTy-périodique et termine la démonstration de ce point.
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(#) Pour tout z € D, on a

(ho f)(x+Ty) = h(f(x+Ty)) = h(f(x)) = ho f(z)

ce qui montre que h o f est T périodique et termine la démonstration.

Exemple 4.8. (i) sin?(x) = (sin(z))? = (f osin)(x) ot f(z) = 2.
On a sin 27-périodique implique que sin? est 27-périodique.
De plus, f paire et sin impaire implique que sin? est paire.

En réalité, sin? est m-périodique :
sin?(x + 7) = (—sin(z))? = sin®(z).

(7) Au vu des exemples standard de fonctions périodiques (sin, cos, tan, etc...) on peut
penser qu’a partir du moment qu’une fonction est périodique, elle admet une plus
petite période. Par exemple, sin et 2km-périodique pour tout k& € N\{0}. Sa plus
petite période est 27. En général, il existe des fonctions périodiques pour lesquelles
la notion de "plus petite" période n’est pas bien définie.

Soit la caractéristique des rationnels xg: R — R définie par

1 sizeQ
Xo(7) = { 0 si z € R\Q.

Alors pour tout T' € {¢g € Q : ¢ > 0}, xq est T-périodique. En effet soit T' € {g € Q :
q > 0} quelconque. Alors, si z € Q, on a z + T € Q. Donc, xg(z +T) =1 = xo(x).
D’un autre coté, si x € R\Q, alors, z + T € R\Q. En effet, si z + T € Q, alors,
r=x+T—T € Q ce qui est absurde. Donc xg(z +T) = 0 = xo(z).
On a donc bien que xq est T-périodique. Vu que I'ensemble {g € Q : ¢ > 0} n’a pas
de minimum, la notion de plus petite période n’existe pas dans ce cas.

(77) Soit pour x € R\{§ + k7w : k € Z}, f(x) = sin(tan(x)) — tan(sin(x)).
On a tan w-périodique et sin 27-périodique, donc tan(sin(z)) est 2w-périodique et
sin(tan(z)) est m-périodique. Vu que 27” =2€Q, on a que f est périodique.

La fonction f est également impaire car sin et tan sont impaires.

4.2 Limites de fonctions

Définition 4.9 (Fonction définie au voisinage d’un point, limite de fonction).
Soient D C R, f: D — R une fonction et xg € R.

(i) On dit que f est définie au voisinage de xg si
36 > 0 tel que Jxg — d, 29 + 0[\{zo} C D.

(it) Supposons que f est définie au voisinage de z et soit [ € R. On dit que [ est la limite
quand z tend vers xg de f ou plus simplement, [ est la limite de f en xq si

‘Vg >0, 3§ > 0 tel que Vo €]zg — 0,29 + 6[\{zo} on a |f(z) — | < 5.‘

On note alors lim f(z) =1.

T—T0
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(#i1) Supposons que f est définie au voisinage de xg. On dit que f admet une limite en xg
si il existe [ € R tel que [ est la limite de f quand x tend vers xg, c’est-a-dire

3l € R tel que Ve > 0, 36 > 0 tel que
Vo €]zg — §, 20+ 0[\{zo} on a |f(z) — | <e.

Remarque 4.10. (i) On n’a pas besoin que f(x) soit défini (en d’autre termes on n’a
pas besoin que g € D) pour que la limite quand x tend vers xg de f ait un sens. De
plus, si g € D alors la limite | n’est pas nécessairement égale a f(x¢).

(7) Une fagon équivalente d’écrire lim,_,4, f(x) = est

‘V€>O, 36 > 0 tel que Va tel que 0 < |z — x| < 6, ona\f(x)—l\ga‘

En effet,
lzo — 0,20 + 6 \{zo} ={x € R : 0 < |z — x| < I}.

Exemple 4.11. (i) Soit f: R — R définie par f(x) = z, 29 = 2. Montrons que
limg_yq, f(z) = limg_yox = 2.
Soit donc € > 0 quelconque. Posons 6 =& > 0 Alors, si x est tel que 0 < |z — 2| < §,
on a
|f(x) =1l =]r—2|<d=c¢,
qui montre bien que lim,_,o x = 2.
(i) Soit f: R — R définie par f(x) = 2% et 19 = 2. Montrons que lim, ,,, f(z) =
lim,_,o 22 = 4.
Soit donc € > 0 quelconque. Posons § = v4 4+ ¢ — 2 > 0. Alors,
[f(x) = 1] =la® — 4] = |z + 2| |z — 2| < (

—— ——
<lzl+2 <6

x| +2)8 <62 +46
2+6

y

=4 4+ec—4Vd4+e+4+4V4+e -8 =c¢,

ce qui montre bien que lim,_,9 22 = 4.

(@i1) Soit f: R — R définie par

) 14 six#0
f(m)—{ 58 sixz=0.

Montrons que lim,_,o f(z) = 14.

Soit donc € > 0 quelconque et & > 0 quelconque. Alors, pour tout = tel que x €
| —0,0[\{0}, on a = # 0 donc,

|f(x) — 14| =14 - 14] =0 < ¢,
ce qui montre bien que lim,_,o f(z) = 14. Remarquons ici que limg_,,, f(z) # f(z0).

Proposition 4.12 (Unicité de la limite).
Soient f: D — R, xg € R tel que [ est définie au voisinage de xg. Si f admet une limite
quand x tend vers xg, cette limite est unique.
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Démonstration. Montrons le résultat par ’absurde. Supposons ?ue 1,12 € R sont deux
2

limites de f quand x tend vers xg et que l; # ls. Soit € = ‘ll% > 0. Par définition de

limg_q, f(z) =11 et limg_yp, f(x) = l2 qu’il existe 01,2 > 0 tel que

pour tout x €|zg — d1,z0 + 01[\{z0}, |f(z) =11 <e (4.12.1)
pour tout x €|zg — d2, 9 + d2[\{z0}, |f(z) —l2] <e. (4.12.2)

Soit 0 = min{dy, 62} > 0. Alors, si x €]zg — d,x0 + I[\{zo}, on a = €]zg — 1, z0 + 61 [\{zo}
et x €lxg — d2, 0 + 02[\{xo}. Ainsi, pour tout = €|xg — 4, zg + [\{zo}, on a

lh—1
b= ol = [~ F@) + F(&) — o] < [l ~ F@)|+ | (@) ~ ] < 2e = 1
E1z1) E12)
< ¢ < €
ce qui est absurde, et montre que nécessairement l; = [s. ]

Théoréme 4.13 (Caractérisation des limites de fonctions par les suites).
Soient D C R, xg,l € R et f: D — R définie au voisinage de xq. Alors,

lim f(z)=1

T—rT0

si et seulement si

V(an)n>1 tel que an, € D\{xo} pour toutn >1 et Jlim a, = 9, on a lim flay) =1L

Démonstration. On commence par supposer que
V(an)n>1 tel que a, € D\{zo} pour tout n > 1 et Jim ap = x9, ona lim flan) =1

Montrons qu’alors,
lim f(z)=1.

Tr—x0

On montre le résultat par contraposé.
On suppose donc que f n’admet pas pour limite | quand x tend vers xg. C’est-a-dire on
suppose que

Jde > 0 tel que V6 > 0, 3z €]zg — J,z0 + d[\{zo} tel que |f(z) — 1| > e. (4.13.1)

On doit montrer que la négation de la propriété encadrée dans 1’énoncé est vraie. Vu que
la propriété encadrée est équivalente a

V(an)n>1 tel que a, € D\{zo} pour tout n > 1 et Jim_ay, = xo,

Ve >0, AN € N tel que Vn > N, |f(a,) — 1| <e.
La négation de cette propriété est

I(an)n>1 tel que a, € D\{zo} pour tout n > 1 et 11_)111 an = T,
- n (o.]

Je > 0, tels que VN € N In > N, tel que |f(an) — 1] > €. (4.13.2)

Vu que f est définie au voisinage de xo, il existe v > 0 tel que |zg — v, z0 + y[\{z0} C D.
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Soit maintenant € > 0 comme dans (4.13.1)). Pour n € N\{0}, on utilise la propriété (4.13.1))
avec y/n qui joue le rdle de §. C’est a dire,

Ja,, €]zo —v/n,x0 +v/n\{xo} tel que |f(a,) —1] >e.

On a ainsi construit une suite (a,)n>1. Voyons que cette suite est bien la suite cherchée

dans (4.13.2).
Vu que a,, €]zg—y/n,x0+7v/n[\{zo} Clzo—",2x0+7[\{z0} C D\{x0}, on a a, € D\{zo}.
De plus vu que a,, €]zg —v/n,x9 + v/nl, on a

x0—1<an<xo+l.
n n
Et donc, par le critére des deux gendarmes (théoreme page[73)) on a
lim a, = xo.
n—o0
Si maintenant NV € N est quelconque, en prenant n = N, on a

|flan) =1 = |fan) =] > €.

La suite (a,) a donc toutes les propriétés énoncées dans (4.13.2)) et ceci termine la démons-
tration de la premiere implication.
Passons maintenant & ’autre implication. On suppose que

lim f(x)=1

T—T0

et on montre que

V(an)n>1 tel que a, € D\{xo} pour tout n > 1 et li_>m an = T,
- n o

Ve >0, 3N € N tel que Vn > N, |f(an) —1| <e.

Soit donc (ay)n,>1 comme ci-dessus et € > 0 quelconque.

Vu que lim,_,, f(z) =1, il existe § > 0 tel que pour tout x € D tel que 0 < |z — zp| < J,
ona |f(x)—I] <e.

Vu que lim,, ;o0 ay, = T, on a qu’il existe n € N tel que pour tout n > N, |a,—xzo| < §/2 < 6.
De plus vu que a,, € D\{zo} on a a,, # (. Ainsi, pour tout n > N, on a

0< |an—x0| < 0.
Et donc, pour tout n > N,

’f(an) - l‘ <e.

Ceci termine la démonstration. O

Remarque 4.14.

Ce résultat est particulierement utile pour montrer qu’une fonction n’admet pas de limite.
Si il existe deux suites (an)n>1 €t (bp)n>1 qui convergent vers xg et telles que (f(ap)) et
(f(bn)) convergent vers des limites différentes, la fonction f ne peut pas admetre de limite
quand z tend vers x.
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Exemple 4.15.
Soit f: R\{0} — R définie par

-02 -0.18 -0.\6 -0.14 =012 =01 —0jos

et soient

1
an =—F#0

2nm
1

n —s I
2nm + §

£0.

On a pour tout n > 1, ay, b, € R\{0} et lim;,,_,c ay, = limy, o, b, = 0.
De plus,

lim f(a,) = lim sin(2nm) =0

n—,oo
. o ™\
nh_)nolo f(by) —nlglgo sin (2n7r + 5) =1

1

on conclut donc lim,_,q sin <5) n’existe pas.

Lemme 4.16.
Soient g € R, f: D — R définie au voisinage de xq telle que f admet une limite en xq.
Alors, il existe 6,¢ > 0 tel que pour tout x €|xg — d,z0 + [\{zo},

[f(2)] <e.

Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Vu que lim,_,,, f(z) = [, il existe 6 > 0 tel que
pour tout x €|zg — J, z9 + d[\{z0},

[f(z) =1 <e.
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Posons ¢ = || + e. Alors, pour tout = €|xg — 0, xg + 0[\{zo},
f@) =1f(z) -1+ <[f(z) =l + || <e+ ]l =c
qui est le résultat voulu. O

Proposition 4.17.
Soient D, E C R, xg,a,b € Ret f: D = R, g: E — R définies au voisinages de xq et
telles que
xlinzlo f(z) = a, zl;n;g g(z) =b.
Alors,
(i)
lim (f(x)+g(x)) =a+b.

T—T0

(ii)
lim (f(2)g(x)) = ab.

T—T0

(iii) Sib#0,
i 18 _a
a—zo g(x) b

(iv) Si il existe 6 > 0 tel que pour tout x €|xg — J§, 0+ 0[\{zo}, f(z) = g(x), alors a =b.
(v) Siil existe § > 0 tel que pour tout x €|z — d,x0+ [\{zo}, f(x) < g(x), alors, a <.

Démonstration. On peut démontrer ce résultat a ’aide de la caractérisation des limites
par les suites (théoréme page et du résultat similaire qu’on a démontré pour les
suites (proposition page . On propose ici une démonstration qui n’utilise pas la
caractérisation des limites de fonctions par les suites.

(7) On doit montrer que
Ve >0, 36 > 0 tel que Va €|zg — 6,20 + S[\{zo}, |f(z) +g(z) —a—b| <e.

Soit donc € > 0 quelconque. Par définition de limg_,4, f(z) = a et limy_4, g(x) = b,
il existe 1,09 > 0 tel que

Va €] — 61,20 + 01[\{o}, [f(z) —al <

Va €]xg — d2, w0 + 02[\{z0}, |g(x) —b] <

Soit & = min{d1,d2} > 0. Alors, pour tout = €|zg — d,x9 + §[\{zo}, on a = €
Jzo — 01,20 + 01 [\{x0} et x €]zg — 02, x0 + J2[\{zo}. Ainsi,

[f(z) +9(z) —a—b] < [f(z) —al +|g(z) = b] <&,

qui est le résultat voulu.

(7) On doit montrer que

Ve >0, 35 > 0 tel que Vo €]xg — 0,z + 0[\{zo}, |f(z)g(x) — ab| <e.
Par le lemme il existe dg, ¢ > 0 tel que pour tout x €lxg — dp, xo + o,

[f(z)] <e.



(iid)

De plus, par définition de lim, 5, f(x) = a et limy_,,, g(x) = b, il existe 1,02 > 0
tel que

o elao — o120+ i\{ao}, 17(@) —al <
Yo E]ZEO — 02,20 + 52[\{$0}7 |g($) - b| < C—I—gfb"

Soit § = min{dp, 01,02} > 0. Alors, pour tout = €]zg — d,z¢9 + 6[\{zo}, on a = €
|xo — o, o+ do[\{z0}, x €|lxo — 01,20 + 51 [\{z0} et & €]xg — b2, x0 + J2[\{z0}. Donc,

|[f(x)g(x) — abl =[f(x)g(x) — f(2)b+ f(x)b— ab] <[f(x)[lg(x) — b] + |bl|f(2) — al

<. b €
c =
e+ b c+ [b|

g,

ce qui est le résultat voulu.

On sépare la démonstration en 3 étapes.
Etape 1 : On montre que
b
35 > 0, tel que Vx €]zg — §, 20 + 6], |g(z)| > ’2|

Par définition de limy,_,5, g(x) = b, on a pour € = |b|/2 > 0 qu’il existe 6 > 0 tel que
pour tout x €|zg — J, z0 + 5[\{x0}, |g(z) — b < |b]/2.
Ainsi, par l'inégalité du triangle inverse, pour tout = €]zg — 0, zo + 6[\{z0},

bl _ 18]
l9(@)| = [b+g(z) = bl > b] = lg(z) = b] 2 bl = 5 = 5,
qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 2 : On montre que
1 1
On doit montrer que
1
Ve >0, 30> 0 tel que Ve €lzo — 8,0 +3[\{ro}, |5 - b‘ <:

Soit maintenant € > 0 quelconque. Alors, par définition de lim,_,,, g(z) = b, il existe
d2 > 0 tel que pour tout = €]zg — d2, zo + d2[\{x0},
b|%e
o) b < L
Soit & = min{d1,d2} > 0. Alors, pour tout = €]zg — 0,20 + 6[\{zo}, on a = €
]1’0 — 01,0 + 01 [\{.’Eo} et T E]ﬂfo — 9,0 + (52[\{.’E0} Ainsi,

1 1 Jg(z)—0b 11 <|b|252 1

o 5= B = e S s B =
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qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 3 : On conclut.
Par I'étape 2 et le point précédent,

o flx)
xli%om_xﬂ%f (x)g(;c) b b’

qui est le résultat voulu.

On montre le résultat par ’absurde. Supposons donc que b # a et posons € = lb—a|

Par hypothese, il existe dy > tel que pour tout x €]xg — do, zo + do[, f(z) = g(z). De
plus, par définition de lim,_.,, f(z) = a et lim;_,,, g(x) = b, il existe 61,2 > 0 tel
que

Vo €lxg — 61,0 + 01[\{zo}, [f(z) —a] <e
YV G]Ixo — 52,1’0 + 52[\{$0}, |g(l’) — b| <e.

Soit 6 = min{dg, 41,02} > 0. Alors, pour tout z €|xg — I, zo + I[\{0}, on a

S—~—
g(z

~

ce qui est absurde et montre que a = b.

On montre le résultat par I’absurde. Supposons que b < a et posons € = % > 0.
Alors, par définition de lim,_,,, f(z) = a et lim,_,,, g(x) = b, il existe 61,2 > 0 tel
que

Vo €]zg — 01,20 + 01 [\{z0}, |f(x) —a| <e
Va €]zg — 02,0 + 02[\{z0}, |g(z) — b <e.

Ceci est équivalent a

Vz €|xg — 61,20 + 01[\{z0}, a —e < f(z) <a+e
Va €lzg — 2,20 + d2[\{z0}, b—e < g(x) <b+e.

Par hypothese, il existe dp > tel que pour tout = €|xg — do, zo + do[, f(x) < g(x).
Soit ¢ = min{dp, d1,d2} > 0. En prenant la différence entre les deux égalités ci-dessus,
on a pour tout  €]zg — J,zo + d[\{zo},

a—b_b—a
2 2

b—a—2c<g(x)— flz)<b—a+2e=b—a+ <0,

en particulier, g(z) — f(z) < 0, ce qui entre en contradiction avec notre hypothese.

0

Théoréme 4.18 (Critére des deux gendarmes pour les fonctions).
Soient g e R, D,E,FCR, f: D —=R, g: E—R et h: ' — R définies au voisinage de
xq telles que

(i)
(i)

30 > 0 tel que Y €|zg — §,z0 + [\{z0}, f(z) < g(x) < h(x).
on a
lim f(z) = lim h(z)=1.

T—TQ T—T0
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Alors,
lim g(z) =1

T—rT0

Démonstration. On doit montrer
Ve >0, 36 > 0 tel que Vo €]zg — d, 20 + 0[\{z0}, |g(x) — 1| <e.

Soit donc € > 0 quelconque et g > 0 tel que Vo €]xzg —d, z0 + 6[\{zo}, f(x) < g(z) < h(z).
Alors, par définition de lim,_,,, f(z) =1 et lim,_,, h(z) = [, il existe d1,d2 > 0 tel que

Vo €]lzg — 61,20 + 01[\{zo}, |f(z) =] <e
VY E]Jfo — 9,0 + (52[\{1’0}, ’h(l’) — l’ <e.

Ceci implique

Vr €|xg — 01,20 + 01[\{z0}, —¢ < f(x) —1
YV E]IEO — 9,20 + 52[\{1‘0}, h(l’) — [ <e.

Soit 6 = min{dp, d1,d2} > 0. Alors, pour tout = €|xg— 0, 2o +[\{zo}, on a x €]xg—do, xo+
do[\{zo}. = €lxg — 01,20 + 1 [\{z0} et z €]zg — d2, 20 + d2[\{x0}. Ainsi,

—e< flz)—1<g(x)—1<h(z)-1<e,
qui implique
lg(x) = 1| <e,
qui est le résultat voulu. ]

Corollaire 4.19.
Soient xo,l e R, D,E CR, f: D —=R et g: E — R définies au voisinage de xq telles que

(i) 36 > 0 tel que pour tout x €]xg — 0, zo + [\{z0}, |f(z) — 1| < g(z)
(ii) on a

lim g(z) =0.

T—T0

Alors,
IILHQ}D flx) =1L

Démonstration. Soient a(xz) =1— g(z), f(z) = g(x) + I. Alors,

Age@=L - Jig fle) =L

De plus, pour tout z €]zg — d, z9 + 6[\{zo}

—g(x) < f(z) =1 < g(x).

Donc,
a(r) =1—g(x) < f(z) < g(z) +1 = B(2).

Ainsi, par le critere des deux gendarmes,

Jlim @) =1

qui est le résultat voulu. ]
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Exemple 4.20 (Limites de sinus et cosinus en 0). (7) Calculons

lim si .
lim sin(x)

Par la proposition m page on a pour tout z € | -5, 7],
|sin(z) — 0| < |z|.
Vu que lim,_,o |x| = 0, on a par le corollaire du critere des deux gendarmes que

ili% sin(z) = 0.
(it) Calculons
lim cos(x).
z—0

On utilise la formule trigonométrique
1 — cos(z) = 2sin’(z/2),
le point précédent et la proposition [f.17], page [122] On a

lim 1 — cos(z) = lim 2sin? ($> = lim 2sin (:E) sin <a:) =2-0-0=0.
x—0 z—0 2 z—0 2 2
Ainsi, on déduit
glﬁlg%cos(a:) =1- ili% (1 —cos(z)) =1.
(7i) Calculons
. sin(z)
lim .

z—0 X
Par la proposition m page on a pour tout z € | -5, 7],

sin(x)

cos(z) < <1.

X

Vu que

lim cos(z) = 1 = lim 1,
z—0 z—0

on conclut par le critére des deux gendarmes que

i T2 _
x—0 x

Définition 4.21.
Soit g € R et f: D — R définie au voisinage de xg. Alors, on dit que

(i) f tend vers l'infini quand x tend vers xg si
VM >0, 35 > 0 tel que Vz €]zg — 6, xz0 + [\{zo}, f(z) > M.

On note alors

zlggo f(z) = 4o0.
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(i)

f tend vers moins l’infini quand x tend vers xg si

VM >0, 35 > 0 tel que Vx €|zg — 6,20 + 0[\{zo}, f(x) < —M.

On note alors

IILIEO f(x) = —o0.

Remarque 4.22.
Si f tend vers I'infini ou moins l'infini quand x tend vers xg, f n’admet pas de limite en x.

Exemple 4.23. (i) Soient g € R et f: D — R définie au voisinage de ¢ telle que

(i)

(i)

lim, 4, f(z) = 0 et il existe dyp > 0 tel que pour tout = €]zg — do, o + do[\{zo},
f(z) = 0.
Montrons que limg_,, ﬁ = +o00.

Soit donc M > 0, € = ﬁ > 0. Alors par définition de lim,_,,, f(z) = 0, il existe
91 > 0 tel que pour tout = €]zg — d1,zo + 1 [\{zo}, on a

@) <e=qr
Posons § = min{dg, 61} > 0. Alors, pour tout = €]zg — d,z¢g + d[\{zo}, on a
1 _ ’ 1 _ 1 S 1 _
fl) @) f@)] ~ e ’

qui est le résultat voulu.

Soient g € R et f: D — R définie au voisinage de xg telle que lim,_,,, f(z) =0 et
il existe &g > 0 tel que pour tout x €]zg — do, xo + do\{z0}, f(z) < 0.

Montrons que limg_,, ﬁ = —00.

Soit donc M > 0, € = ﬁ > 0. Alors par définition de lim,_,,, f(z) = 0, il existe
91 > 0 tel que pour tout = €]zg — d1,zo + 1[\{zo}, on a

@) <e=r

Posons § = min{dg, 61} > 0. Alors, pour tout = €]zg — d, ¢ + d[, on a

1 1
= —<-—-=-M
Fa) = e

I ‘ 1

f(z) f(=)
qui est le résultat voulu.
Soient zp € Ret f: D — R définie au voisinage de zg telle que limg_4, | f(z)| = +00.
Montrons que lim,_,, ﬁ =0.
Soit donc £ > 0 et M = 1. Par définition de lim,_,4, | f(z)| = +o0, il existe § > 0 tel
que pour tout = €]zg — 0, xo + 6[\{zo},

|f(x)] = M.

Ainsi, pour tout = €]zg — 0, xo + 6[\{zo},
1

f(z)

qui est le résultat voulu.
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Proposition 4.24.
Soient xg,l1,lo € R, D,E CR, f: D — R définie au voisinage de xg et g: E — R définie
au voisinage de li et telles que

() Yim f(z) =1l

(i) lim g(z) = l.

x—l1
(iii) il existe 6 > 0 tel que pour tout x €|xg — d,x0 + I[\{zo}, f(z) # 1.
Alors,
lim g(f(x)) = Iz

T—T0

Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Alors, par définition de lim,_,;, g(x) = lg, il existe
v > 0 tel que pour tout x €]l — v, 11 +v[\{l1}, lg(x) — 2] <e.

De plus, par définition de lim,_,,, f(z) = l; avec v/2 qui joue le réle de ¢, il existe §; > 0
tel que pour tout = €|zg — d1,z0 + 01 [\{zo}, |f(z) —l] <v/2 <.

Pour finir, par notre troisieme hypothese, il existe d2 > 0 tel que pour tout x €]zg — do, 29 +

&2[\{zo}, f(z) # b
Soit maintenant § = min{dy, d2} > 0. Alors, pour tout = €]zg — 0, zo + 6[\{zo}, on a
[f(z) =Ll <~y et flz)#h

Ceci veut dire en particulier que

f(@) €lls — vl +v[\l},
et donc,
l9(f (@) — 2] <,
ce qui est le résultat voulu. O

Exemple 4.25. (7) Calculons

lim 1-— cos(x)'
z—0 22

On utilise I'identité trigonométrique 1 — cos(z) = 2sin?(x/2) pour avoir

P cos(z) _ . 2sin2 (%) i 2sin (3)sin (%) _ lsin (3)sin (%)
z—0 22 z—0 T z—0 T-x 2 % . %
Posons g(x) = Sinf) et f(z) = 5. Alors, on a vu que lim; .0 g(z) = 1. De plus,
limg_, f(z) = 0 et pour tout = # 0, f(x) # 0. Ainsi,
. 1l—cos(z) .. 1 1
i —5—— = lim 59(f(33))9(f(~’13)) =3

(it) Voyons un exemple qui illustre que la troisiétme hypotheése de la proposition est
nécessaire. Soient f,g: R — R définies par

IR R e

On a
lim f(z) =0 et lim g(z) = 14.

x—0 x—0

Néanmoins, on a

et donc
lim g(f(x)) = 58 # 14 = lim g().
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4.3 Limites latérales et a ’infini

Définition 4.26 (limites latérales et a 'infini).
Soient xg € Ret f: D — R.

(i) On dit que f est défini a gauche de x si il existe § > 0 tel que |xg — J, zo[C D.
(7) On dit que f est défini a droite de x si il existe § > 0 tel que ]zg, zo + d[C D.
(7i) On dit que f est défini au voisinage de +oo si il existe M > 0 tel que | M, +oo[C D.
(i) On dit que f est défini au voisinage de —oc si il existe M > 0 tel que | — oo, —M[C D.
)

(v) Supposons que f est définie & gauche de xg et soit [ € R. On dit que I est la limite
de f quand x tend vers xy par la gauche ou l est la limite de f da gauche de xq si

Ve >0, 35 > 0 tel que Vo €lzg — 0,70, [f(z) — 1| <]

On note alors
lim f(z)=1

$—>$O

(vi) Supposons que f est définie a droite de xg et soit [ € R. On dit que [ est la limite de
f quand x tend vers xg par la droite ou l est la limite de f a droite de xq si

‘Vz-: >0, 39 > 0 tel que Yz €]z, x0 + 9], |f(x) —1| < 5.‘

On note alors
lim+ flz) =1

LL'*)IL‘O

(vii) Supposons que f est défini au voisinage de 400 et soit [ € R. On dit que [ est la
limite de f quand x tend vers plus linfini ou [ est la limite de f d plus infini si

Ve > 0,3M > 0 tel que ¥z > M, |f(x) — 1| <<.|

On note alors
lim f(z) =1

T—+00

(viii) Supposons que f est défini au voisinage de —oo et soit [ € R. On dit que [ est la
limite de f quand x tend vers moins Uinfini ou l est la limite de f a moins l'infing si

Ve > 0,3M > 0 tel que Vo < —M, |f(z) — | <e.|

On note alors
lim f(z) =1

T—r—00

(iz) On dit que f admet une limite d gauche de xg si il existe [ € R tel que [ est la limite
de f a gauche de zg, c’est-a-dire

3l € R tel que Ve > 0, 36 > 0 tel que Vo €]xg — d, zo], |f(x) — 1| <e.

(z) On dit que f admet une limite a droite de xg si il existe | € R tel que [ est la limite
de f a droite de xg, c’est-a-dire

3l € R tel que Ve > 0, 36 > 0 tel que Vx €]z, xo + 0[, |f(z) —1] <e.
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(zi) On dit que f admet une limite a plus linfini si il existe [ € R tel que [ est la limite
de f a 400, c’est-a-dire

3l € R tel que Ve > 0,3M > 0 tel que Ve > M, |f(x) —1| <e.

(zii) On dit que f admet une limite a moins l'infini si il existe | € R tel que [ est la limite
de f a —oo, c’est-a-dire

Al € R tel que Ve > 0,IM > 0 tel que Vo < —M, |f(x) —1] <e.

Remarque 4.27.

Une fonction est définie au voisinage d’un point si et seulement si f est définie a gauche et
a droite. De plus, f admet une limite en x( si et seulement si f admet la méme limite a
gauche et & droite de xg.

Exemple 4.28. (i) Soit la fonction de Heaviside H: R — R définie par

1 sixz >0
H(x)_{O six <0.

Montrons que
lim H(z)=0 et lim H(z)=1.

z—0— z—0t

Soit donc € > 0 quelconque et § > 0 quelconque. Alors, pour tout x tel que —§ < x < 0,
on a

|[H(z) —0|=1]0—-0/=0<e.
De plus, pour tout z tel que 0 < x < 4,

|H(z)—1|=]1-1]=0<¢
ce qui montre bien que

lim H(z)=0 et lim H(z)=1.

xz—0~ z—0t
(7) Soient a,b € R des parametres et f: R\{0} — R défini par

Fz) = ar +b siz <0
Y7 bsin(z) + acos() siz>0

Déterminons les parametres a,b € R pour lesquels

lim f(x)

z—0

existe. Comme mentionné dans la remarque cette limite existe si et seulement

si les limites
lim f(z) et lim f(x)

z—0~ z—0t
existent et sont égales.
Or, on a

limax +b=">
x—0

ilg%bsm(x) + acos(z) = a.
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Donc, & nouveau par la remarque

lim ax +b=10
z—0"

lim bsin(x) + acos(z) = a.
z—0*t

Vu que pour tout = < 0, f(z) = ax + b et pour tout z > 0, f(x) = bsin(z) + acos(z),
on a

lim f(z)= lim az+b=1»

z—0~ z—0~
li = lim bsi =a.
Jim, f(zx) Jim, sin(z) + acos(z) = a

Ainsi,
lim f(z)= lim f(x
z—0— f( ) z—0t f( )
si et seulement si a = b.

(77) Soit f: R\{0} — R défini par

Montrons que lim,_,~ f(z) = 0.

Soit donc € > 0 quelconque et M = ﬁ > 0. Alors, pour tout x > M, on a

1
M2

:87

F@) 0] = 5 <

o =] =

qui est le résultat voulu.

Définition 4.29.
Soit f: D — R une fonction.

(i) Supposons que f est définie & gauche de xg € R. Alors, on dit que f tend vers l'infini
quand x tend vers xg par la gauche si

VC >0, 3§ > 0 tel que Vz €]xg — 0, x0], f(z) > C.

On note alors
lim f(z) = +4o0.

x—)xo

(it) Supposons que f est définie & gauche de zp € R. Alors, on dit que f tend vers moins
Uinfini quand x tend vers xqg par la gauche si

VC >0, 30 > 0 tel que Va €]zg — 6, x0[, f(z) < —C.
On note alors
lim f(z) = —o0.

$—>£E0

(7i) Supposons que f est définie & droite de z¢p € R. Alors, on dit que f tend vers l'infini
quand x tend vers xg par la droite si

VC >0, 35 > 0 tel que Vz €]z, zo + [, f(z) > C.

On note alors
lim f(z)= +o0.

+
xﬁme
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(iv)

(vi)

(vit)

(viii)

Supposons que f est définie a droite de zg € R. Alors, on dit que f tend vers moins
Uinfini quand x tend vers xg par la droite si

VC >0, 35 > 0 tel que Vz €|xg, xg + o[, f(x) < —C.

On note alors
lim f(z) = —oc.

+

Supposons que f est définie au voisinage de +o0o. Alors, on dit que f tend vers l'infini
quand x tend vers l'infini si

VC >0, 3IM > 0 tel que Vo > M, f(x) > C.

On note alors

g, flw) = oo

Supposons que f est définie au voisinage de +o0. Alors, on dit que f tend vers moins
Uinfini quand x tend vers l'infini si

VC >0, IM > 0 tel que Vo > M, f(z) < -C

On note alors
lim f(z) = —o0

T—00

Supposons que f est définie au voisinage de —oo. Alors, on dit que f tend vers l'infini
quand x tend vers moins linfini si

VC >0, IM > 0 tel que Vo < —M, f(x) > C.

On note alors
lim f(z)=+o0

T—r—00
Supposons que f est définie au voisinage de —oo. Alors, on dit que f tend vers moins
Uinfini quand x tend vers moins l’infini si

VC >0, IM > 0 tel que Ve < —M, f(x) < -C

On note alors

Exemple 4.30.
Soit f: R\{0} — R définie par f(z) = 1/x. Montrons que

lim f(x) =+o0 et lim f(z) = —oc.

z—0t z—0—

Soit C > 0 quelconque. Posons § = % Alors, pour tout x €] — 4,0, on a

1 1
f(l’)—gﬁj——cv
ce qui montre
lim f(z) = —o0
z—0~
De plus, pour tout z €]0,4[, on a
1 1
f(x) = > > 5= C,

ce qui montre que



Chapitre 5

Fonctions continues

5.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 5.1 (Ensemble ouvert, fermé).

Soit £ C R un ensemble. On dit que
(i) E est ouvert si pour tout xo € E, il existe 0 > 0 tel que |xg — d,z9 + I[C E.
(it) E est fermé si R\E est ouvert.

Remarque 5.2. (i) Les seuls ensembles qui sont a la fois ouverts et fermés sont R et ().
(i) Il existe des ensembles qui sont ni ouverts ni fermés.
(éi7) Les intervalles ouverts sont ouverts et les intervalles fermés sont fermés.

(iv) Si D est ouvert et f: D — R est une fonction, alors pour tout z¢g € D, f est définie
au voisinage de xg.

(v) On peut montrer qu’une union d’ensembles ouverts reste ouvert.

Définition 5.3 (Fonction continue).
Soit D C Ret f: D — R une fonction.

(7) Soit xy € D. Supposons que f est défini au voisinage de 9. On dit que f est continue
en g si

lim f(z) = f(zo),

T—TQ

c’est a dire,

‘VE >0 3 > 0 tel que Yo €]xg — 0,20 + [, |f(z) — f(xo)| < 5.‘

(it) Supposons que D est ouvert. On dit que f est continue si pour tout zg € D, f est
continue en xg, c¢’est-a-dire,

‘Va:o € D Ve > 035>0 tel que Va €]zg — 0,20 + 9, |f(z) — f(zo)] < 8.‘

Remarque 5.4.
Si f n’est pas contine en un point xg, il y a deux possibilités :

(7) limg_y4, f(z) n’existe pas.
(7) limg_,s, f(x) existe mais ne vaut pas f(xo).

Dans les deux cas, on a

Je > 0 tel que V6 > 0 Jz €]zg — §, 20 + I] tel que |f(x) — f(zo)| > e.
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Proposition 5.5.
Soitent D C R, 9 € D, f,g: D — R deux fonctions continues en xo et h: f(D) — R
continue en f(xg).
Alors,
(i) f+ g est continue en x.
(ii) f - g est continue en xg.
(iii) si g(zo) # 0, g est continue en xg.
(iv) ho f est continue en xy.

(v) Sip: D — R est tel qu’il existe § > 0 tel que pour tout x €]zg—9, xo+0[, p(x) = f(x),
alors, ¢ est continue en xg

Démonstration. (i) On a

lim (f +g)(w0) = lim f(z)+ lim g(z) = f(w0) +g(x0) = (f + ) (w0),

T—T0 Tr—rxQ

qui est le résultat voulu.

(it) On a

lim (f - g)(wo) = lim f(x)- lim g(z) = f(z0)g(z0) = (f - 9)(z0);

T—T0 T—T0

(iii) On a
lim L (2) = Meom /(@) _ J(20)
=0 g limg—z, g(x)  g(70)

qui est le résultat voulu.

(7v) On doit montrer que
Ve > 030 > 0 tel que V €|zg — 6,20 + 8], |h(f(z)) — h(f(z0))] < e.

Soit donc € > 0 quelconque. Alors, par définition de la continuité de h en f(xg), il
existe v > 0 tel que pour tout = €]f(xo) — v, f(xo) + 7, |h(z) — h(f(z0))] < €.

Par définition de la continuité de f en xy avec /2 qui joue le rdle de €, on a qu'il existe
d > 0 tel que pour tout z €]xg— 9,20+ 0[, |f(z) — f(zo)| < /2 < ~. Ainsi, pour tout
z €lzg — 06,20 +0[, on a f(x) €]f(z0) =, f(zo) +7[ et donc [h(f(x)) — h(f(z0))| < e

(v) Par la proposition page on a que

Jdim p(z) = lim f(z) = f(zo).
De plus, vu que zg €|xg — d, 29 + [, on a f(xg) = ¢(xg), qui est le résultat voulu.
[l

Proposition 5.6.
Les fonctions usuelles : les polynomes, les racines n®™¢, la valeur absolue, sin, arcsin, cos,
arccos, tan, arctan, e®, log, cosh et sinh sont continues la ou elles sont définies.

Démonstration. Cette démonstration utilise des résultats qui seront démontrés plus tard.
On commence par les polynomes. La fonction identité, f(x) = = est continue (prendre
0 =€) et les fonctions constantes sont continues. Ainsi, par la proposition page m
les polynémes sont continus.
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Les racines n°™¢ sont la fonction réciproque d’une fonction continue et bijective, elles sont

donc continues (voir théoreme page [154]).
Passons a la valeur absolue. Soit xg € R et € > 0 quelconques et posons § = . Si

x €]xo — d, 0 + [ est quelconque, on a par I'inégalité du triangle inverse,
||z — |zol| < o — 20| <0 =c¢,

qui montre que la valeur absolue est continue.
Passons au sinus. Soit xp € R et € > 0 quelconque. Posons ¢ = . Alors, si z €]zg— 3, 29+,

en utilisant que sin(a) — sin(b) = 2sin (“ b) cos (“+b) |sin(a)| < |a| et |cos(a)] <1, on a

. r—x r+x
sm( O)HCOS< 0)‘§|:L‘—:L’0|§5:€,
2 2
qui est le résultat voulu.

Pour l'arcsinus, on utilise que c’est la fonction réciproque d’une fonction continue et

bijective (voir théoréeme page [154)).

Passons au cosinus. Soit 29 € R et ¢ > 0 quelconque. Posons § = . Alors, si x €]xg—d, z9+4],
en utilisant que cos(a) — cos(b) = —2sin (“ b) sin (‘”b) |sin(a)| < |a| et |sin(a)] <1, on

a
xT—x r+z
sin< O)Hsin( i O)’g\m—x0|§6:5,
2 2
qui est le résultat voulu.

Pour I’arccosinus, on utilise que c’est la fonction réciproque d’une fonction continue et

bijective (voir théoréeme 6 page P
Pour la tangente, vu que tan(x ig;ﬁ la continuité de la tangente découle de celle du

sinus, du cosinus et de la proposmon 5.5], page
Pour ’arctangente, on utilise que c’est la fonction réciproque d’une fonction continue et

bijective (voir théoréeme page [154)).

Pour I'exponentielle, on utilise le fait qu’elle est définie par une série entiere

o¢] $k
:];)H’

|sin(z) — sin(zg)| = 2

|cos(z) — cos(xp)| = 2

donc elle est C'*° et donc continue.
Pour le logarithme, on utilise que c’est la fonction réciproque d’une fonction continue et

bijective (voir théoréme page [154)).

Pour finir, vu que cosh(z) = €E£— et sinh(z) = “=f— la continuité de découle de celle
de I'exponentielle et de la proposition page O

Exemple 5.7. (i) Soit f: R — R définie par

Montrons que f est continue.

On a que le sinus est continu sur R. De plus, « est continu et ne s’annule pas sur
R\{0}. Donc par la proposition page pour tout x € R\{0}, on a que f est
continue.
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(iid)

Pour 2y = 0, on a vu que

lim f(z) = lim sin(z)

z—0 z—0 T

=1=f(0),

et donc f est également continu en 0 et donc f est continue.
Soit f: R — R définie par

xsin(%) sixz#0
0 siz=0.

Montrons que f est continue.

On a et sin continues sur R et 2 continue sur R\{0} et donc par la proposition
page f est continue sur R\{0}. Voyons encore que = est continue en 0.

On a,
. (1
sin ()’ < |z,
x

lim |z| = 0.
z—0

[f(2)] = ||

et

Ainsi par le corollaire du critére des deux gendarmes pour les fonctions (corollaire

4.19| page [125)), on a
lim () = 0 = £(0),

z—0
ce qui montre que f est continue en 0 et donc que f est continue.

Soient a,b € R\{0} deux parametres et la fonction f: R — R définie par

7Sinlf§$) siz>0
flx) = b siz=0
a + bx? six < 0.

Déterminons les parametres pour lesquels f est continue.

Remarquons que par les propositions [5.5] page et page [134) on a que f
est continue sur R\{0}. Pour que f soit encore continue en 0, on a besoin de deux
choses : On a besoin que lim,_,o f(x) existe (qu'on établira en s’intéressant aux
limites latérales) et on a également besoin que cette limite donne f(0).

On a

lim f(z) = lim SR _ gy S0@2) g asin(er)

=0T z—0+  bx z—0  bx 50 b ax
En posant y = ax et en utilisant la proposition page [128) (vu que a # 0, = # 0
implique y # 0), on a

, L gsin(y)_g
zgrngf(I)_@l/l—I&)b y b

De plus,

lim f(z) = lim a+ bxr? = lim a + bx? = a.
z—0~ z—0~ z—0
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Ainsi, pour que lim,_,o f(x) existe, il faut

2~ lim f(z) = lim f(z)=aq,

b z—0— r—0t

et donc nécessairement, b = 1. Pour que f soit continue en 0, il faut
a = lim f(z) = £(0)
Ainsi f est continue sur R si et seulement si a = b= 1.

Définition 5.8 (Prolongement par continuité).
Soient D C R un ouvert, f: D — R continue et g € R\ D tel que f est définie au voisinage
de zg et tel que limy_,,, f(z) existe. Alors, la fonction fy,: D U{zo} — R définie par

. f(x) siz#uw
fao(x) = { xlj_)nggo f(x) six = xg

est contimue.~
On appelle f;, le prolongement par continuité de f en x.

Exemple 5.9.
Soit f: |—%,%[\{0} — R définie par
_ tan(z)
o) = 222
On a que
lim f(z) = lim tan(z) = lim L sin() =1.
20 =0 T =0 cos(x)

Ainsi, on peut prolonger f par continuité en 0 : fo: 1-%.%[\{0} = R définie par

tan(x)

sixe}—g,g[

1 siz=0

Remarque 5.10.
Souvent on écrit juste f a la place de f;, pour le prolongement par continuité de f en xo.

Définition 5.11 (continuité & gauche, continuité & droite).
Soit f: D — Retxg € D.
(7) Supposons que f est définie & gauche de xo. On dit que f est continue d gauche de
xq si

lim f(x) = f(zo),

CL‘*>$O

c’est-a-dire,

‘Vs >0, 36 > 0 tel que Yz €]zg — 0, z0], |f(x) — f(z0)] < 5.‘

(it) Supposons que f est définie a droite de xg. On dit que f est continue d droite de x
si

lim_f(z) = f(z0),

I—)IO

c’est-a-dire,

Ve >0, 36 > 0 tel que Vo € [xo, 0 + d[, |f(z) — f(xo)] < 5.‘
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(#i1) Supposons que D = [a, b] avec a < b. On dit que f est continue si pour tout zy €la, |,
f est continue en zg, et f est continue a droite de a et a gauche de b.

(4v) Supposons que D = [a,+oo[. On dit que f est continue si pour tout z¢ €|a, +oo[, f
est continue en x( et f est continue a droite de a.

(v) Supposons que D =] — 0o, b]. On dit que f est continue si pour tout xg €] — 00, b[, f
est continue en xg et f est continue a gauche de b.

Remarque 5.12.
Une fonction est continue en xg si et seulement si f est continue a droite et a gauche de xg.

Exemple 5.13.
Soit f: [0,1] — R définie par

Montrons que f est continue a droite de 0. On doit montrer
Ve >0, 36 > 0 tel que Yz € [0,d], vz — V0| <e.
Soit donc & > 0 quelconque. Posons § = £2. Alors, pour tout z € [0,d], on a < § et donc
V-Vl = vE < VE= Vel =,

ce qui montre que f est continue a droite de 0.

5.2 Fonctions continues sur des intervalles

Définition 5.14 (espace des fonctions continues CY(I)).
Soit I un intervalle. On définit l’espace des fonctions continues sur I par

CUI)={f: T =R : f est continue}.

Théoréme 5.15 (Théoréme de la valeur intermédiaire).
Soient I un intervalle, f € C°(I) et a < b € I Alors, pour tout y compris entre f(a) et
f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que

fle)=y.

Démonstration. On distingue deux cas.

Cas 1 f(a) <y < f(b).

Si f(a) =y ou f(b) =y, le résultat est trivial (prendre ¢ = a ou ¢ = b). Supposons donc
que f(a) <y < f(b).

Soit S = {x € [a,b] : f(x) <y} C [a,b]. Alors, S est non-vide car a € S et S est majoré
par b. Soit donc ¢ = sup S. Montrons que f(c) = y en trois étapes :

Etape 1 : On montre a < c.

Soit ¢ = y — f(a) > 0. Alors, par continuité de f en a, il existe 6 > 0 tel que pour tout
x €la—9d,a+ 0], |f(x) — f(a)| < e. En particulier, si x = a + /2, on a

fla+6/2) < fla) +e=y.

Ainsi, a + §/2 € S et vu que ¢ est un majorant de S, on doit avoir ¢ > a + §/2 > a.
Etape 2 : On montre ¢ < b.
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Soit € = @ > 0. Alors, par continuité de f en b, il existe § > 0 tel que pour tout
z €]lb—09,b+0[, |f(xz) — f(b)| < e. En particulier, pour tout = €]b — 4, b],

ﬂ®+y>y

fla) = 1) -2 = 55

Ainsi, pour tout x €]b —d,b], x ¢ S et donc vu que S C [a,b], z est un majorant de S. Vu
que c est le plus petit majorant, on a pour x = b — /2,

c<b—46/2<b.

Etape 3 : On montre que f(c) = y.

On montre que Ve > 0, |f(c) —y| < e.

Soit donc £ > 0 quelconque. Par continuité de f en ¢, il existe 0 < § < min {c —a,b — ¢}
tel que pour tout = €]c — 4, ¢ + I,

[f(x) = flo)| <e.
ce qui est équivalent a ce que pour tout = €]c — 4, ¢+ |,
fx) —e < fle) < flx) +e
Par la caractérisation du suprémum (voir théoréme m page , il existe x1 € S tel que
c—0/2 <z <c. Ainsi, x1 €]c — §, ¢+ d[, donc
x1ES
floo<flz)+e < y+e

De plus, si 29 = ¢+ g, alors g > c et donc xo ¢ S. Ainsi, x2 €]c — J§,c+ [ et

z2¢S
fle)z flz2) —e = y—e
Les deux inégalités mises ensemble impliquent

[f(e) —yl <e.

Vu que € est quelconque, on a le résultat.

Cus 2 : fla) >y > f(b).
Posons alors g(z) = — f(x). On a alors que g est continue et g(a) = —f(a) < —y < —f(b) =
g(b). Par le cas 1, il existe donc ¢ € [a, b] tel que g(c) = —y, c’est-a-dire,

fle)=—g(c)=—(-y) =y

qui est le résultat voulu.

Définition 5.16 (Fonction qui prend son maximum, minimum).
Soit f: D — R une fonction.

(i) On dit que f prend son mazimum sur D si il existe xg € D tel que
Vo €D, f(z) < f(wo).
On a alors que le suprémum de f est un maximum et on note

max f(z) = f(zo).

zeD
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(it) On dit que f prend son minimum sur D si il existe xg € D tel que
Ve €D, f(z) = f(wo).
On a alors que l'infimum de f est un minimum et on note

min f(z) = f(x0)-

zeD

Théoréme 5.17 (Fonctions continues sur des intarvalles).
Soient I un intervalle et f € CO(I). Alors,
(i) L’image de f, f(I) est un intervalle.
(ii) Si f est strictement monotone et I est ouvert. Alors f(I) est un intervalle ouvert.

(iii) Si I est un intervalle fermé borné, c’est-a-dire, I = [a,b] avec a < b. Alors, f prend
sont minimum et son maximum sur I et

F(I) = |min f(z), max f()

zel zel

est un intervalle fermé borné.

Démonstration. (i) On utilise la caractérisation des intervalles (voir proposition [1.20}
page [39). C’est-a-dire, pour montrer que f(I) est un intervalle, on montre que si
a,b € f(I) sont tels que a < b, alors, [a,b] C f(I).
Soient donc a,b € f(I) tels que a < b quelconques. Montrons que [a,b] C f(I).
Soit donc y € [a,b]. Par définition de f([I), il existe x4,z € I tel que f(x,) = a et
f(xp) = b. Par le théoréeme de la valeur intermédiaire (voir théoréme page [L38)),
il existe z € [min{z,, xp}, max{z,, xp}] C I tel que f(x) =y. Ainsi, y € f(I). y étant
quelconque, on a le résultat.

(47) On montre que f(I) vérifie la définition d’ensemble ouvert, c’est-a-dire, on montre
que pour tout y € f(I), il existe 6 > 0 tel que |y — &,y + 6[C f(I). Soit donc y € f(I)
quelconque. Par définition, il existe = € I tel que f(x) = y. Vu que I est ouvert,
il existe 6 > 0 tel que |l — 6, x + S[C I. Par monotonie stricte de f, on a alors
f(z—98) < f(z) =y < f(z + 0). Soit maintenant

6 =min{y — f(z —6), f(x+06)—y} > 0.

Montrons que |y — 6,y + 6[C f(I). Soit donc § €]y — d,y + 0] quelconque. Alors, on a
flz=0)<y—-56<g<y+d< flz+9).

Par le théoreme de la valeur intermédiaire, il existe & €|z — S, x+6 [C T tel que
f(&) =g, ce qui montre que § € f(I) qui est le résultat voulu.

(77) On montre que f prend son minimum et son maximum sur I = [a, b]. Le fait qu’alors

f(I) = |min f(x), max f(x)

zel zel

découle du point (7).
On sépare la démonstration en 4 étapes.
Etape 1 : On montre que f(I) est minoré.
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Supposons par absurde que f(I) m’est pas minoré. Donc, pour tout m € R, il existe
ym € f(I) tel que y,, < m. En particulier, si m = —n avec n € N, il existe y,, € f(I)
tel que y,, < —n. De plus, par définition de f(I), il existe z,, € [a, b] tel que f(zy) = yn.
On construit ainsi une suite (z,),>1. Vu que pour tout n, x, € [a,b], la suite (zy,)
est bornée. Par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass (voir théoréme m, page |86)), il
existe une sous-suite (xy, )g>1 C (z,) convergente. Notons | = limy_, zp,. Vu que
pour tout k € N, a < z,, <b, on a nécessairement [ € [a,b]. Et, par continuité de f
enl, on a

:. < T
FO = B, 7 on) = g v = g, = = =00,

ce qui est absurde.
Etape 2 : On montre que f prend son minimum sur [a, b].

Soit m = inf f(I). Alors, par la caractérisation de linfimum (voir théoréme [I.11]
page , pour tout € > 0, il existe y. € f(I) tel que

m<y. <m-+e.

En particulier, choisissant € = % avec n € N*| il existe y, € f(I) tel que m <y, <

m + % De plus, par définition de f(I), il existe x,, € [a,b] tel que f(x,) = yn. On
construit ainsi une suite (xy)n>1. Vu que pour tout n, z, € [a,b], la suite (z,) est
bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir théoréme page , il
existe une sous-suite (x,, )g>1 C (z,) convergente. Notons | = limg_, zp, . Vu que
pour tout k € N, a < z,, <b, on a nécessairement [ € [a, b]. Et, par continuité de f
enl, on a

1

<10 = Jim ) = i < Jim =
Donc, m = f(I) et vu que f(I) € f(I), on a m = minges f(x).
Etape 3 : On montre que f(I) est majoré.
Supposons par absurde que f(I) m’est pas majoré. Donc, pour tout m € R, il existe
ym € f(I) tel que y,, > m. En particulier, si m = n avec n € N, il existe y,, € f(I)
tel que y,, > n. De plus, par définition de f(I), il existe x,, € [a,b] tel que f(x,) = yn.
On construit ainsi une suite (z,)n>0. Vu que pour tout n, x, € [a,b], la suite (zy,)
est bornée. Par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass (voir théoréme page , il
existe une sous-suite (xy, )x>0 C (z5) convergente. Notons | = limj_, Zp,. Vu que
pour tout k € N, a < x,, < b, on a nécessairement [ € [a, b]. Et, par continuité de f
enl, on a

= 1 = 1 > 1 ==
T = B, I (one) = [ v 2 i3, e = 00,

ce qui est absurde.
Etape 4 : On montre que f prend son maximum sur [a, b).

Soit m = sup f(I). Alors, par la caractérisation du suprémum (voir théoréme [L.11]
page , pour tout € > 0, il existe y. € f(I) tel que

m 2> Y. > m—¢.

En particulier, choisissant ¢ = % avec n € N*| il existe y, € f(I) tel que m >y, >

m — 1. De plus, par définition de f(I), il existe @, € [a,b] tel que f(z5) = yp. On
construit ainsi une suite (z,),>0. Vu que pour tout n, x,, € [a,b], la suite (z,) est
bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir théoréme page [86)), il
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existe une sous-suite (zy, )r>0 C (z,) convergente. Notons | = limy_, zp,. Vu que
pour tout k € N, a < x,, < b, on a nécessairement [ € [a, b]. Et, par continuité de f
enl, on a

mz fl) = kh—g)lof(xnk) - klggo Y 2 klggom T

Donc, m = f(l) et vu que f(I) € f(I), on a m = max,es f(x).
Exemple 5.18. (i) Soit f: R — R définie par f(z) = sin(x). Alors,
f(R) = [-1,1]
qui est un intervalle fermé.
(4) Soit f:]0,1[— R définie par f(z) = L. Alors,
f(0,1]) =]1, 400
qui est un intervalle ouvert. Remarquons que f est strictement monotone.
(7ii) Soit f:]—1,1[— R définie par f(z) = x2. Alors,
fO=11) =[0,1]
qui est un intervalle ni ouvert ni fermé.
(iv) Soit f:]—2,2[— R définie par f(x) = 2® — x. Alors,
f(1=2,2]) =] - 6,6]
qui est un intervalle ouvert. Remarquons que f n’est pas strictement monotone.
(v) Soit f:[-2,2] — R définie par f(z) = 22. Alors
f((=2,2]) = [0,4]

Le minimum de f est atteint en 0 : f(0) = 0. Le maximum de f est atteint en —2 et
2: f(=2)=f(2) =4
(vi) Soit f: R — R définie par f(x) = arctan(z). Alors,

Remarque 5.19.

Le théoreme nous garantit I'existence d’un maximum et un minimum pour notre fonction,
mais ne nous dit pas comment trouver le maximum et le minimum. On verra dans le
chapitre suivant comment trouver le maximum et le minimum (voir section [7.1]).

f® =],

N3

Proposition 5.20.
Soient a < b et f € C%([a,b]) telle que f(a) < a et f(b) > b. Alors, il existe x € [a,b] tel
que

r = f(x).

Démonstration. Soit g(x) = f(z) — z. Alors, g(a) = f(a) —a < 0 et g(b) = f(b) —b > 0.
En particulier, 0 est entre g(a) et g(b) et donc, par le théoréme de la valeur intermédiaire
(voir théoréme [5.15] page[L38)), on a qu’il existe z € [a, b] tel que g(z) = 0. Par définition
de g ceci est équivalent & ce que f(x) = z. O
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Chapitre 6
La dérivée

6.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 6.1 (Dérivée).
Soit f: D — R une fonction.

(i) Soit g € D et supposons que f est définie au voisinage de xp. On dit que f est
dérivable en xg si la limite

lim f(x) = f(wo) lim f(xo+h) — f(wo)
N h

T—T0 T — Xo h—0

existe.
On note cette limite f'(xp) ou %(mo) qu’on appelle la dérivée de f en xy.

(it) Supposons que D est ouvert. On dit que f est dérivable si pour tout xo € D, f est
dérivable en xq. La dérivée de f est alors la fonction f’: D — R définie par

_flx+h) - f(x)

o) —

flx) = Jim h ‘

Exemple 6.2. (i) Soient n € N\{0} et f: R — R définie par f(z) = z™.
Alors, pour tout g € R, on a

-1 4. n—1—3
z)— f(x " — xl x—xo) Dy xlx
hmM:hmiozhm( ) J=0 0
T—=ro T — T T=To T — g T T — xg

n—1 n—1 n—1
. i n—1—j j n—1—j n—1 n—1
= lim E 2l = E xlx = E x =nzl .
T—x0 4 0 . 0-*0 . 0 0
Jj=0 Jj=0 j=0

Ainsi, on a que f est dérivable et pour tout x, f'(z) = na" 1.
(7) Soit f: R — R définie par f(x) = sin(z).

Alors, pour tout zg € R, en utilisant que

sin(a) — sin(f) = 2sin (Oé;B) cos (a—;—ﬂ) ,
on a
L f@) — flag) o sin(r) —sin(eo) - 2sin (5572) cos (£52)
T—T0 T — X0 T—TQ T — X T—TQ T — X
sin (Z=Eo
:zli_gglo 96(773:3) cos (x—;xo) =1-cos (CCO —;x()) = cos(xp).
2

Ce qui montre que f est dérivable et pour tout x € R, f/(z) = cos(x).
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(7i) Soit f: R — R définie par f(x) = |z|.
Regardons ce qu’il se passe en g = 0. On a

f(2) ~ (o) _ el —[0] _ ]

T — xg z—0 Tz
Or,
lim m =-1 et lim m =1.
z—0~- T z—0t T

Ainsi, limite & gauche et & droite ne coincident pas et donc |z|/z n’a pas de limite en
0 et donc f n’est pas dérivable en 0.

Proposition 6.3.
Soient xo € D C R et f: D — R définie au voisinage de xq et dérivable en xy. Alors, f
est continue en x.

Démonstration. On a

Jim @) = i - o) PO ZII  ) — 0. a) + (00) = Fao),
ce qui montre que f est continue en xg. ]

Proposition 6.4.

Soient xg € D,E CR, a € R, f,g: D — R définies au voisinage xqy et dérivables en xg,
¢: E — R définie au voisinage de xg, f(D) C F CR et h: F — R définie au voisinage de
f(zo) et dérivable en f(xg). Alors

(i) af est dérivable en zg et (af) (zo) = af'(x0).

(ii) [+ g est dérivable en xq et (f + g)' (x0) = f(x0) + ¢’ (x0)-
(iii) fg est dérivable en xo et (fg) (xo) = f'(x0)g(z0) + f(x0)g (z0).
(iv) si g(xg) # 0, 5 est dérivable en xq et

(f)/ (20) = f'(z0)g(x0) — g'(x0) f (o)
' (9(x0))? |

g
(v) ho f est dérivable en xqy et (ho f) (xo) = h'(f(x0))f (o).

(vi) si il existe § > 0 tel que pour tout x €|xg — §,x0 + 0], p(z) = f(x), on a que ¢ est
dérivable en zo et @' (zo) = f'(x0).

Démonstration. (i) On a, par la proposition page m que

af(x) —af(w) _ . f() ~ f'(z0)

. . /
J:lina.:lo T — T T—T0 T — T - Oéf (‘TO)
(it) On a, par la proposition page que
o 1) 0() ~ () +glwo) _ @) = fw) | gl) o)

T—TQ Tr — X0 T—TQ Tr — X T—T0 T — X0

=f"(x0) + ¢' (o).
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(id)

(iv)

On a, par les proposition page et page que
lim T @9(@) — f(zo)g(xo) _ . o(z) lim f(z) = f(20)
T—T0 xr — Xo T—x0 T—T0 Tr — X0
g(z) — g(z0)

T—x0 T — X0

On commence par montrer que
1 ! ! Zo
() o) = -2
g (9(z0))
On a, par les proposition page et page que
1 1
i 9@ 9@ _ . 9(@) — g(zo) 1 1 g (=)
a0 T — X a0 x—x9  limg_a, g(x) g(z0) (9(z0))?

En utilisant maintenant le point précédent,
1Y (o) = (1) (o) = /w0)—— — Fag) L0
(2) @o=(15) @0 = 1@ s~ ria)
_ f'(@o)g(x0) — g’ (w0) f (o)
(9(z0))? .

On distingue deux cas.
Cas 1 : 1l existe v > 0 tel que pour tout = €]zg — v, z0 + y[\{zo}, f(x) # f(xp). On
a alors, par la proposition [£.24] page

L PG =B @) _ b)) =

(
T—=T0 T — Zo T—T0 f(x) — f(xo) xr — g

— i M) = Af(x0)) o f(2) = f(x0)
y—=fxo) y— f(zo) =20 x—x0
=h'(f(20))f (20),

qui est le résultat voulu dans ce cas.

Cas 2 : Pour tout v > 0, il existe x €]zg — v, x0 + y[\{zo} tel que f(z) = f(zo)-
On sépare ce cas en deux étapes.

Etape 1 : On montre que f’(xq) = 0.

Par hypothese, pour n > 1, v = %, il existe a, € }xo — %,xo + %{\{xo} tel que
f(lan) = f(x0). On a alors, lim,, .o a, = xo et pour tout n, a, # xg. Donc, par le

théoreme [£.13] page [I19 on a

qui est le résultat voulu.
Etape 2 : On montre que hof est dérivable en zq et que (hof)’(xo) = K (f(z0))f' (z0) =
0.

Soit donc € > 0 quelconque. Posons

g_¢wqumw P ao)|

4 te 2
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Alors, il existe §; > 0 tel que pour tout y €]f(xg) — 1, f(xo) + 61 [\{f(x0)},
LU
y — f(z0)
De plus, par la proposition [6.3] page f est continue en xg et donc, il existe dg9 > 0
tel que pour tout a €]zg — 2,20 + 02, | f(x) — f(z0)| < %
Aussi, par I’étape 1, il existe d3 > 0 tel que pour tout = €|xg — d3, z¢ + I3[\{zo0},

‘f(fﬂ) — f(z0)

r — X

()| <.

/
&

Soit 0 = min{d2,d3} > 0 et = €|zg — I, 29 + ] quelconque. Alors, si f(x) = f(xo), on

’ ’huun—huwm>

’:0§6.

Si f(z) # f(=xo), alors, f(x) €]f(xo) — 1, f(zo) + 01[\{f(w0)} et & €]z — 3,20 +
53[\{930} AinSi,

h(f(z)) — h(f (o)) ‘ _ ’h(f(w)) — h(f(x0)) f(x) — f(2o)
x — x f(x) = f(=o) T —

h(f(z)) = h(f(z0)) ,, f(z) — f(zo)

< e[
+ 0 (oo | L =L

<e’
<)+ |1 (f(x0))|e" =&,
qui est le résultat voulu.
(vi) Par la proposition page on a
T—T( xr — g T—T0 r — o

Proposition 6.5.

Soient ¢ € R, n € N\{0} et a > 0.

On regroupe dans un tableau les dérivées des fonctions usuelles. Le tableau a trois colonnes,
D, f et f'. On a que f est dérivable sur D et sa dérivée y vaut f’.
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R c 0

R x™ nz" 1

R sin(x) cos(x)

R cos(z) —sin(x)
1-%.5[| tan(x) Wl(;p)

R e’ e’

R cosh(x) | sinh(x)

R sinh(z) | cosh(z)
| —1,1[ | arcsin(z) 11_x2
| —1,1] | arccos(z) | — 11_12

R arctan(z) H%
10, +00] log(x) %
10, 4-o00[ x° ar®!

Démonstration. (i) Soit f: R — R définie par f(z) = c et zp € R. Alors,

F@ = f@) _ oy €= pmo—o

T—T0 T — T=TO T — T T—T0

(it) Soit f: R — R définie par f(z) = z™ et xg € R. Alors,

_ n _ .0 _ n—1_k, n—1-k
f/($0) — lim f({E) f(.'E[)) = lim € Lo = lim (l. xO) Zk:o T xO
T—T0 T — X0 T—=To T — X T—T0 Tr — X

n—1 n—1
= xli_)nago Z aFep= 1 = Z afan 1 = pap !
k=0 k=0
(#i) Soit f: R — R définie par f(x) = sin(z) et zp € R. Alors,

f(x) — f(xo) _ lim sin(z) — sin(z) ~ lim 2sin (£520) cos (£LE0)

f/(iL'o) = lim
T—TQ T — X T—T0 T — X0 T—T0 Tr — X0
. sin (%5%0) T+ T
_xlgrzlo = cos ( 5 ) = cos(xg).
———
—1
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(iv) Soit f: R — R définie par f(x) = cos(z) et xy € R. Alors,

f@) = flao) _ | cos(x) — cos(ao)

/ T
Fi(wo) = aclgg:lo T — xg T—T0 T — Tg
—2sin (£5%0) sin (£t sin (£5%0
= lim ( 2 ) ( 2 ) — lim I(7x2 )sin (x+$0>
T—=x0 T — X T—x0 5 0 2
—_———
—1
= — sin(xp).

(v) Soit f: R — R définie par f(x) = tan(z) = sin(2) * Alors, par la proposition page

cos(x)
114

cos(z) cos(x) — (—sin(z)) sin(x)  sin?(z) 4 cos?(x) 1

cos?(x) N cos?(x) ~ cos?(z)

fi(z) =

(vi) Soit on utilise la définition de I’exponentielle sous forme de série entiere. Soit donc
f: R — R définie par
— T — _
Fla) =" =3 Lo

k=0
Par le théoreme [8.21] page [199] on a

oy = (BEDE PR N N A
f(ﬂf)—’;) il (k:+1)!$ —lg]k!x —e

(vii) Soit f: R — R définie par f(x) = cosh(x) = % Alors, par la proposition
page [I44], on a

T —z(_1 T _ ,—x
f/(.’L') _ e’ + 62 ( ) _ € 26 _ smh(x)
(viii) Soit f: R — R définie par f(z) = sinh(z) = “=—. Alors, par la proposition

page [144], on a

e? —e *(=1) e*+e®

! _ - J—
fi(z) = 5 = > = cosh(z).
(iz) On utilise le théoréeme page Si f:]—1,1]—] — m, 7 est définie par f(x) =
arcsin(z) et g: | — m, w[—] — 1, 1] est définie par g(x) = sin(z), alors,
1 1

") = (6 Y (z) = =
fx)=1(g"")(z) ¢ (971 (z))  cos(arcsin(z))

De plus, on a cos?(z) + sin?(x) = 1, donc cos(z) = +4/1 —sin?(z). Et vu que

arcsin(x) €] — m, 7[, on a cos(arcsin(z)) > 0. On déduit donc

cos(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = V1 — 2.

On conclut donc )

Fw ==
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(z) On utilise le théoréme page Sif:]—1,1[—]0,2x] est définie par f(x) =
arccos(x) et g: |0,2n[—] — 1, 1] est définie par g(z) = cos(x), alors,
1 1

") = (¢ (z) = =
(@) =(g7") (=) g (g7 (x))  —sin(arccos(z))

De plus, on a cos?(z) + sin?(z) = 1, donc sin(z) = +/1 — cos?(z). Et vu que
arccos(x) €]0, 27[, on a sin(arccos(z)) > 0. On déduit donc

sin(arccos(z)) = \/1 — cos?(arccos(z)) = V1 — a2

On conclut donc 1

Fo) ==

(z7) On utilise le théoréme [6.17, page Si f:R — |=%,5] est définie par f(z) =
arctan(z) et g: |—%, 5[ — R est définie par g(z) = tan(z), alors,

1

() =(¢7 1) () = ——— = cos®(arctan(x
fix)=(g7")(x) 7)) ( (x))
B cos?(arctan(z)) B 1
- 2 in2 - sin?(arctan(z
cos?(arctan(x)) + sin®(arctan(z)) 1 4 COSZ((am8L n((:c)))
1 1

Tl tan?(arctan(x)) T 1422

(zi7) On utilise le théoreme page Si f:]0,+00[— R est définie par f(z) = log(x)
et g: R —]0, +oo[ est définie par g(z) = €”), alors,

1 1 1

") = (=Y () — _ ——
/ (‘T) - (g ) ( ) g/(g—l(l‘)) elog(z) T

(ziii) Soit f:]0,4o0o[— R définie par f(z) = 2% = e21°8(®) Alors, par la proposition

page [144] on a
E a—1

f/ (I‘) — @ log(x)

1
=azx’— =ax
x T

Définition 6.6 (Dérivée a gauche, a droite).
Soient zo € D CRet f: D — R.
(7) Supposons que f est définie a gauche de xg. On dit que f est dérivable a gauche de

xo si la limite
x) — f(x
Lo ) = o)
TTy T — o
existe.
On note alors cette limite f, (o).
(i) supposons que f est définie a droite de z. On dit que f est dérivable da droite de x
si la limite
x) — f(x
L f@) ~ (o)
$—>x3' T —Zo
existe.
On note alors cette limite f}(xo).
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(#i1) Supposons que D = [a,b] avec a < b. On dit que f est dérivable si pour tout zy €]a, b,
f est dérivable en xg, f est dérivable a droite de a et a gauche de b.

(4v) Supposons que D = [a, +oo[. On dit que f est dérivable si pour tout z¢ €la, +o0o[, f
est dérivable en xg et f est dérivable & droite de a.

(v) Supposons que D =] — 00, b]. On dit que f est dérivable si pour tout z¢ €] — 00, b|, f
est dérivable en xg et f est dérivable a gauche de b.

Remarque 6.7.
On a que f est dérivable en xq si et seulement si f et dérivable a gauche et a droite et

fo(z0) = fa(xo).

Exemple 6.8. (i) Soit f: R — R définie par f(x) = |z|. On a déja vu que f n’est pas
dérivable en 0. Montrons que f est dérivable & gauche et a droite de 0. On a

lim M — i @ -1
r—0~ x—0 r—0— T
et 0
i {@ SOl
z—0t z—0 rz—0t T
Donc,

(#¢) Soit f:[—1,1] — R définie par f(x) = v/1 — 22. Montrons que f n’est pas dérivable
a droite de —1 et a gauche de 1.

On a
Cf@—f) . VITEo0 . JITa/Iw
lim ~—~—+—-+—*=1lm ——= lim —m———
rz——11 r+1 rz——11 r+1 rz——11 1+x
T VvV1i—=x L
= lim = 400
z——11t /1 4+ x ’
et donc la limite )
L T@) = 1)
r——1*t r+1

n’existe pas et donc f n’est pas dérivable a droite de —1.

Un raisonnement similaire montre que f n’est pas dérivable a gauche de 1.

Exemple 6.9 (Dérivées de fonctions définies par étapes). (i) Soient f,g: R — R déri-
vables, a € R et la fonction h: R — R définie par

wo-{ 1wz

sixz<a
Supposons que f(a) = g(a) et f'(a) = ¢'(a). Montrons que h est dérivable.
Pour x > a on a par la proposition page que h est dérivable sur z et
W(z) = f'(z).
Pour z < a on a par la proposition page que h est dérivable sur z et
W(z)=g'(z).
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(i)

(iid)

Il reste donc a montrer que h est dérivable en a. On a

h(z) — h(a) 9(x) = Jla) s@zo@ 9@ =9(@) _ oy - e,

lim = lim =44
r—a~ Tr—a r—a~ r—a r—a~ Tr—a
De plus,
. h(z)—h(a) . fl®)—fla) ,
1 - 1 = frnd
riI}zlJf r—a miI}zlJr r—a f (CL) f (CL)
Ainsi,

hg(a) = g'(a) = f'(a) = hy(a)
et on conclut que h est dérivable en a et h'(a) = f'(a) = ¢'(a).
f,9: R — R dérivables, a,c € R et la fonction h: R — R définie par

f(zx) six>a
h(z) = c siz=a
g(z) six<a

Supposons que f(a) = g(a) = c et f'(a) = ¢’(a). Montrons que h est dérivable.
Pour > a on a par la proposition [6.4, page [144] que h est dérivable sur z et
W(x) = f(z).

Pour x < a on a par la proposition page que h est dérivable sur z et
W(x) =g'(x).

Il reste donc & montrer que h est dérivable en a. On a

lim Mz) — h(a) — lim gla) —c =9 Lm 9(@) —9(a) = g¢/(a) = ¢(a).
r—a~ r—a r—a- T —Q r—a~ r—a
De plus,
lim M — lim f(.f) c C::(a) lim f(l') B f(a) — f/ ((I) _ f,((l)
z—at Tr—a z—at T —a z—a™t r—a

Ainsi,

hg(a) = ¢'(a) = f'(a) = hy(a)
et on conclut que h est dérivable en a et h/(a) = f'(a) = ¢'(a).
Remarquons que malgré le fait que h(a) = ¢ et que la dérivée d’une constante est 0,
on n’a pas nécessairement h'(a) = 0. En effet, par la proposition page m pour
que les dérivées de deux fonctions coincident il faut que ces fonctions soient égales sur
un petit intervalle autour du point considéré, ici a. Vu que h et la fonction constante
¢ ne coincident qu’en un point, leurs dérivées ne coincident pas nécessairement.

Soient «, 3,7 € R des parametres et la fonction h: R — R définie par

azx® + Bx + siz>0
h(z) = a+p 4+ sizx=0
a + cos(fBz) + sin(yz) six <0

Déterminons les parametres pour lesquels h est dérivable. Comme vu dans les exemples
précédents, h est dérivable pour tout x # 0. Pour que h soit dérivable en 0, on a
besoin que les trois équations

Yy=a+ B+ (fa) =c)
atl=a+pf+y (9(a) =)
B=y (f'(a) = ¢'(a))
soient vérifiées.
En résolvant ce systeme, on trouve a = —% et f=~= %, qui sont les parametres

pour lesquels h est dérivable.
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6.2 Continuité de la dérivée et dérivées d’ordre supérieur

Définition 6.10 (Continument dérivable, C*(D), dérivée d’ordre n).
Soit D C R un ouvert, n € N\{0} et f: D — R dérivable.

(i) Si f': D — R est continue, on dit que f est continument dérivable. On définit
l’ensemble des fonctions continument dérivables

cY(D) = {g € C%D) : g est continument dérivable} .

(i) Si f et f’ sont continument dérivables, on dit que f est deuz fois continument
dérivable. On définit

C*(D) = { g€ CHD) : g est deux fois continument dérivable}
= { g€ CYD) : ¢ est continument dérivable} .
(i) On continue ainsi, si la dérivée d’ordre k de f (qu'on note f*)) est continument

dérivable pour tout 1 < k < n —1, on dit que f est n fois continument dérivable. On
note la dérivée de f(=D () quon appelle la dérivée d’ordre n de f et on définit

c"(D) = {g € C" (D) : g est n fois continument dérivable}

= {g e C" YD) : g1 est continument dérivable} :

(7v) On définit
C>®(D) = () C*(D).
k=1

Si f € C*(D), on dit que f est infiniment dérivable.

Exemple 6.11. (i) Soit f: R — R définie par f(z) = z|x|. Alors, f/(x) = 2|z| qui est
continue. Ainsi, f € C!(R). Néanmoins, f’ n’est pas dérivable car |z| n’est pas
dérivable. Ainsi, f ¢ C%(R).

Plus généralement, si g: R — R est définie par g(z) = 2¥|z|, on a que

g € C*R\CH(R).

(77) Soit f: R\{0} — R définie par f(x) = z|z|. Alors, f'(x) = 2|z| qui est continue. De
plus, f’ est dérivable sur R\{0} et

f”(x) _ { _22 six >0

six <0,

qui est & son tour dérivable et f®)(z) = 0 pour tout . En continuant ainsi, on a
pour tout k > 3 et z € R\{0}, f*)(x) = 0 et donc

fe C=(R\{0}).

Théoréme 6.12.
Soit D C R un ouvert et xg € D, f: D — R continue. Supposons que

(i) f est dérivable sur D\{zo}, c’est-a-dire, pour tout x € D\{xo}, f est dérivable en x.
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(ii) la limite
. /
A5, /@)

existe.
Alors, f est dérivable en xq et

f'(zo) = lim f'(z).

Tr—xQ

Démonstration. Attention la démonstratin de ce résultat utilise le théoréme des accroisse-
ments finis (voir théoreme page qui est énoncé plus tard.

Soit | = limg_,4, f/(x) et € > 0 quelconque. Par hypothese, il existe 6 > 0 tel que pour tout
z €lxg — 0, x0 + 0[\{zo}, |f(z) = 1| <e.

Soit donc z €]zg — 6, x0 + 0[\{zo} quelconque. Par le théoreme des accroissements finis
(voir théoréme page , il existe ¢, strictement entre x et xg tel que

f(x) = f (o)

r — X

= f'(cz)-

De plus, vu que = €]zg — d, 29 + d[\{zo} et ¢, est stritement entre x et x(, nécessairement,
on a ¢ €lxg — 0, o + 0[\{zo}. Ainsi,

f(x) = f(=0)

r — X0

-1 :|f/(cl‘)_l‘§€7

ce qui montre bien que f'(xg) = I. O

Remarque 6.13.

On a vu dans la remarque [5.4] page [I33] que lorsqu’une fonction est discontinue en zg, on
a deux possibilités : La limite en xy de f n’existe pas ou elle existe mais est différent de
f(zo). Ce théoreme nous dit que si on suppose que f est la dérivée d’une fonction, la seule
possibilité pour que f soit discontinue en xg est que la limite en xzg de f n’existe pas.

Exemple 6.14.
Soit f: R — R définie par

_ xQSin% six #0
f(x)_{ 0(> siz =0

Montrons que f est dérivable. Pour x # 0, f est dérivable en z comme addition, multipli-
cation et composition de fonctions dérivables. De plus,

f/(x) = 2xsin <;) — cos (i) :

Remarquons que lim,_,( f'(x) n’existe pas.

Néanmoins,
vy i J@) = fO) T
FO) = fimy =5 = ligosin () =0

Dongc, f est dérivable en 0. Ainsi, f est dérivable mais pas continument dérivable.
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6.3 Existence, continuité et dérivabilité de la fonction réci-
proque

Proposition 6.15.
Soit I C R un intervalle, f: I — R continue. Alors, f est injective si et seulement si elle
est strictement monotone.

Démonstration. Le fait que si f est strictement monotone, f est injective est immédiat.
Supposons donc que f est injective et montrons qu’elle est strictement monotone en 2
étapes.

Etape 1 : On montre le résultat sous ’hypothése supplémentaire que I = [a, b] avec a,b € R,
a <b.

Par injectivité de f, on a que f(a) # f(b). On distingue deux cas :

Cas 1 : f(a) < f(b).

Montrons par ’absurde que f est strictement croissante.

Suposons donc que f n’est pas strictement croissante. Il existe alors x1, x2 € [a, b] tels que
1 < xzg et f(z1) > f(xg). Vu que z1 < 29 < b, on a par injectivité de f que f(x1) # f(b).
On distingue rapidement deux cas.

Si f(x1) > f(b),on a f(a) < f(b) < f(x1). Par le théoréme de la valeur intermédiaire (voir
théoréme page [138), il existe donc ¢ € [a, z1] tel que f(c) = f(b). Vu que ¢ < 21 < b,
onac#bet f(c) = f(b) ce qui est une contradiction avec le fait que f est injective.

Si f(x1) < f(b), on a f(x2) < f(x1) < f(b). Par le théoreme de la valeur intermédiaire
(voir théoreme [5.15] page [13§), il existe ¢ € [z2,b] tel que f(c) = f(z1). Vu que ¢ > z9 > z1,
onac#xyet f(c) = f(x1) ce qui est une contradiction avec le fait que f est injective.
Cas 2 : f(a) > f(b).

Montrons par 'absurde que f est strictement décroissante.

Supposons donc que f n’est pas strictement décroissante. Il existe alors x1,x2 € [a,b]
tels que z1 < x9 et f(z1) < f(x2). Vu que z9 > 1 > a, on a par injectivité de f que
f(z2) # f(a). On distingue rapidement deux cas.

Si f(xzg) > f(a), on a f(x2) > f(a) > f(b). Par le théoréme de la valeur intermédiaire
(voir théoreme [5.15, page [138]), il existe donc ¢ € [z2,0] tel que f(c) = f(a). Vu que
c>xg >z >a,0onac#aet f(c)= f(a) ce qui est une contradiction avec le fait que f
est injective.

Si f(z2) < f(a), on a f(x1) < f(xz2) < f(a). Par le théoreme de la valeur intermédiaire
(voir théoreme [5.15| page [138)), il existe donc ¢ € [a,z1] tel que f(c) = f(x2). Vu que
c<xy <x9,0nac#xyet f(c) = f(re) ce qui est une contradiction avec le fait que f est
injective.

Etape 2 : On conclut.

Supposons par ’absurde que f n’est pas strictement monotone. Par définition, il existe
x1,x9 € I tel que z1 < x9 et f(x1) > f(x2) et il existe y1,y2 € I tel que f(y1) < f(y2)-
Soit @ = min{z1,y1} et b = max{xza, y2}. Alors, f n’est pas strictement monotone sur [a, b]
ce qui entre en contradiction avec 1’étape 1. O

Théoréme 6.16.
Soit I C R un intervalle et f: I — f(I) une fonction continue et bijective.
Alors, la fonction réciproque f~1: f(I) — I est continue.

Démonstration. Par la proposition [6.15] page on a que f est strictement monotone.
On distingue deux cas.
Cas 1 : f est strictement croissante.
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Soit yg € f(I) quelconque. On sépare la démonstration en trois étapes.

Etape 1 : On montre que si f~! est définie & droite de zo, f~! est continue & droite de yq.
Soit € > 0 quelconque. Vu que f~! est définie & droite de yp, il existe 6; > 0 tel que
Jy0,90 + 81] C f(I). Par croissance stricte, on a que zg := f~'(yo) < f~(yo + 61).
Définissons &’ = min{e, f 1 (yo + 1) — f~(yo)} > 0. Par croissance stricte, on a & nouveau

Yo = f(zo0) < f(xo +¢).

Soit donc 6 = f(xg+¢€') —yo > 0 et y €]yo, yo + [ quelconque. Alors, par monotonie stricte
de f71,

F ) = T o)l =1 W) = f o) < F Mo +6) — fH (wo)
=f "o+ fwo+¢) —yo) — f yo) = F*
=x9+¢c —xg=¢ <e¢,

qui est le résultat voulu.

Etape 2 : On montre que si f~! est définie & gauche de yo, f~* est continue & gauche de yjo.
Soit € > 0 quelconque. Vu que f~! est définie & gauche de yp, il existe §; > 0 tel que
[y0— 01, yo[C f(I). Par croissance stricte, on a que xg := f~!(yo) > f~'(yo—01). Définissons
¢’ = min{e, f~Y(yo) — f(yo — 61)} > 0. Par croissance stricte, on a a nouveau

yo = fxo) > f(wo —¢€).

Soit donc § = yo — f(zo —€’) > 0 et y €]yo — I, yo[ quelconque. Alors, par monotonie stricte
de f71,

F M) = 7 wo)l =F o) — £ ) < F N wo) — £ (yo — 6)
=" o) — f o+ flwo— &) —yo) =0 — [ (f(wo — €))

=xg—x0+¢ =€ <e¢,

qui est le résultat voulu.

Etape 8 : On conclut pour ce cas.

Par le théoréeme page f(I) est un intervalle. Ainsi, pour tout yo € f(I), soit
f~1 est défini au voisinage de yo, soit f~! est définie & droite de yp, soit f~! est définie &
gauche de yg. Vu que dans le cas ot f~! est définie au voisinage de yo, la continuité de
1 est équivalente & la continuité & droite et la continuité & gauche, par nos étapes 1 et 2,
on a la continuité de f~! en yq.

Cas 2 : f est strictement décroissante.

Soit J ={x €R : —z € I}etg:J — R définie par g(x) = f(—=z). Alors, J est un
intervalle (J est I'image de I par la fonction x — —x qui est continue), g(J) = f(I), g
est continue, strictement croissante, inversible et g=!(y) = —f~1(y). Par le cas 1, g~ ! est
continue. Vu que f~!(y) = —g~1(y), f~! est continue. O

Théoréme 6.17.

Soit I C R un intervalle, xo € I et f: I — f(I) une fonction continue, bijective et telle
que f est dérivable en xg et f'(xg) # 0.

Alors, f=1: f(I) — I est dérivable en yo = f(xg) et

1Y _ 1 _ 1
(™) ) = 53 = 7160
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Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Remarquons que vu que f’(xg) # 0, par la proposi-

tion [3.17], page [70] on a

lim = i = L
ewo - f(x) = f(zo)  f'(20)

Ainsi, il existe d; > 0 tel que pour tous x €|xg — d1, o + d1[\{z0},

T — g 1
@) = fzo)  Filao)| = (6.17.1)

Par le théoreme page f~! est continue en . donc, il existe § > 0 tel que pour
tout y €]yo — 4,40 + 4,

20— £ W) =1 o) ~ S < 2 <

Ainsi, si y €lyo — 6,50 + 6[\{yo}, alors, par injectivité, f~1(y) # f~1(yo) et donc f~1(y) €
lzo — 61,20 + 01[\{yo}. Ainsi,

=) v || =2 1 |EED
Y — Yo f'(20) f(fF~Hy) = f(wo)  f'(z0) ’
qui est le résultat voulu. ]

Remarque 6.18.
Dans le cas ot f et f~! sont toutes deux dérivables, on peut retrouver la formule dans le
théoréme ci-dessus en utilisant la proposition [6.4] page [144] En effet, si on sait que

@) =2 et f(F(y),

en dérivant ces deux identités, on obtient
/ /
(F) F@f@ =1 et f(w) (FY) @) =1
On obtient ainsi les formules
1
F4y)
et la deuxieme formule est celle qui est établie dans le théoreme.

Remarquons de plus que dans ce cas, on a nécessairement que f’ et (f~!)" ne s’annulent
jamais.

et (1Y) )=

Théoréme 6.19.
Soit f: I — f(I) une fonction dérivable telle que pour tout x € I, f'(x) # 0. Alors, f est
bijective, f~1 est dérivable et pour tout y € f(I),

Démonstration. Attention la démonstration de ce théoreme utilise des résultats qui seront
démontrés plus tard.

On sépare la démonstration en 3 étapes.

Etape 1 : On montre le résultat suivant : Soit I un intervalle ouvert et f: I — R dérivable.
Alors, pour tout a,b € I, avec a < b et pour tout y strictement compris entre f'(a) et f/(b),
il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = y.
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Soit a,b € I et y comme ci-dessus. On définit les fonctions ¢4, vp: [a,b] — R par

iy S e

¢ f'(a) siz=a
z)—f(b .

R s A

1 (b) sizx="b

On a @4, pp € C°([a,b]) et donc, par le théoréme page ©va([a,b]) et pp([a,b]) sont
des intervalles. De plus,
fla) = f(b)

Pa(b) = T a—b ev(a),

et donc g ([a, b)) Ngy([a,b]) D {W} # (0. Ainsi, ¢4 ([a,b]) Upp([a, b]) est un intervalle.
Vu que f'(a), f'(b) € pa([a,b]) U ep([a,b]) et que y est compris entre f/(a) et f/'(b), on a
y € @a([a,b]) Uep([a,b]). On distingue deux cas, pas nécessairement exclusif.

Cas 1 :y € @q(la,b]).

Vu que y # f'(a), il existe x €]a, b] tel que y = ¢, () = w De plus, f étant continue
sur [a, | et dérivable sur |a, z[, on a par le théoréme des accroissements finis (voir théoréme

page [159) qu’il existe ¢ €|a, z[C]a, b] tel que
Y= pa(r) = —=———>= f(o),

qui est le résultat voulu.

Cas 2 : y € pp([a,b]).
Vu que y # f(b), il existe z € [a, b] tel que y = pp(x) = w. De plus, f étant continue
sur [z, b] et dérivable sur |z, b[, on a par le théoréme des accroissements finis (voir théoréme

page [159) qu’il existe ¢ €]z, b[C|a, b] tel que

y = pp(z) = W = f'(o),

qui est le résultat voulu.

Etape 2 : On montre que soit pour tout = € I, f'(x) > 0, soit pour tout z € I, f'(x) < 0.
Par labsurde, supposons qu'il existe x1, 25 € I tel que f'(z1) > 0 et f'(x2) < 0. Alors, par
Iétape 1, il existe ¢ entre z1 et x2 tel que f/'(¢) =0, ce qui est absurde.

Etape 2 : On conclut.

Par I’étape 2 et la proposition [6.30} page on a que f est strictement monotone. Ainsi,
/ est injective, et donc bijective sur son image. Le reste découle du théoreme [6.17}, page
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6.4 Les théoréemes de Rolle et des accroissements finis et la
regle de Bernoulli-L’Hospital

Proposition 6.20.
Soittxg € D CR et f: D — R telle que f est définie au voisinage de xq, dérivable en xq
et prend son marimum ou SOn MINIMUM en Tg.

Alors,
f'(z0) = 0.
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Démonstration. On distinge les cas, selon si f prend son maximum ou son minimum en xzg.
Cas 1 : f prend son minimum en z, c’est-a-dire que pour tout x € D, f(x) > f(xo).
Remarquons que

Ao = o LG = i (00) o) = <0
>0
—_
roy f(x) = f(xo) 1
At = i FE = = i (10— o) 20
e

Vu que f est dérivable en zg, on a

0 < falzo) = f'(x0) = fy(xo) <0,

et donc
f(z0) =0,

qui est le résultat voulu.
Cas 2 : f prend son maximum en z, c’est-a-dire que pour tout x € D, f(x) < f(xo).
Remarquons que

. z)— [z . 1
fytao) = tim LE IO () — @) >0
z—x, Tr—Zo Tz, ————————T — L0
<0 20
— 1
fa(zo) T e (f(2) — f(20)) — 7 =
<0 5
Vu que f est dérivable en zg, on a
0 < fylwo) = f'(z0) = fa(z0) <0,
et donc
f(x0) =0,
qui est le résultat voulu. O

Théoréme 6.21 (Théoréme de Rolle).
Soient a < b, f: [a,b] = R continue telle que

(i) f est dérivable sur |a,bl.
(ii) f(a) = f(b).

Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que

file)=0

Démonstration. Vu que f est continue sur un intervalle fermé borné, elle prend son maxi-
mum et son minimum sur [a, b]. Notons

"=

M = .
225
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On distingue trois cas.

Cas 1 :m =M = f(a) = f(b).

Dans ce cas, on a pour tout x € [a,b], f(z) =m =M = f(a) = f(b). Donc f est constante
et pour tout x €]a,b], f'(x) = 0. N’importe quel élément ¢ €]a,b[ donne le résultat du
théoréme.

Cas 2 : M > f(a) = f(b).

Il existe ¢ € [a,b] qui réalise le maximum de f, c’est-a-dire, f(c) = M. Vu que f(c) >
f(a) = f(b), on a c # a et ¢ #b. Donc, ¢ €]a, b[. Par la proposition

f'(e) =0,

qui est le résultat voulu.

Cas 3 : m < f(a) = f(b).

Il existe ¢ € [a, b] qui réalise le minimum de f, c’est-a-dire, f(c) = m. Vu que f(c) < f(a) =
f(b), on a c# a et c #b. Donc, ¢ €]a, b. Par la proposition

qui est le résultat voulu.

Théoréme 6.22 (Théoréme des accroissements finis).
Soit a < b, f: [a,b] = R continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. Alors, il existe ¢ €]a,b[ tel
que

F) — f(a)

7o) = 2o

Démonstration. Soit g: [a,b] — R définie par

o(a) =f(a) ~ fa) - LDy gy
06) =) — f(a) - T =D g — g

Ainsi, par le théoréme de Rolle (théoreme [6.21]), il existe ¢ €]a, b[ tel que

g (c) =0.
Or,
g@) = ) - LU
Ainsi, ¢'(c) = 0 est équivalent &
o = 10— 110
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Remarque 6.23 (Reformulation du théoreme des accroissements finis).
Une autre fagon d’écrire le résultat du théoréme des accroissements finis est la suivante.
Soit f comme dans le théoréme des accroissements finis. Alors, il existe § €]0, 1] tel que

flla+0(b—a))=

En effet, on passe d’une formulation a 'autre a ’aide des formules

c—a

b—a

0 = c=a+00b-a),

on a alors ¢ €]a, b[ si et seulement si 6 €]0, 1[.

L’avantage de cette formulation est qu’on peut I’écrire méme si b < a. Ainsi, si on ne sait
pas si a < b ou b < a, on peut utiliser cette formulation sans avoir a distinguer les deux
cas.

Théoréme 6.24 (Théoréme des accroissements finis généralisé).

Soient a < b, f,g: [a,b] — R continues sur [a, b] et dérivables sur|a,b| et tel que g(b) # g(a)
et pour tout x €la,b[, ¢'(x) # 0.

Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que

f'(e) _ f(b) = f(a)

gc)  g(b)—gla)

Ainsi, par le théoréme de Rolle (voir théoréme page [158)), il existe ¢ €]a, b[ tel que

h'(c) = 0.
Or,
W) = ) - L= g0

qui est le résultat voulu. ]
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Théoréme 6.25 (Régle de Bernoulli-L’Hospital).
Soient a < g < b, f,g:]a,b\{xo} = R dérivables et a € {0, —00, +00}.
Supposons que pour tout x €]a,b\{zo}, g(z) #0 et ¢'(x) # 0 et

2, f@) = Jig, ole) =«

(i) Si

) _,

w0 g'(x)

alors,

lim M = li f'(z) =
TT0 ¢ x) T—T0 g’({I;)

(i) Si f,g: ]a,b[— R sont dérivables, o =0 et ¢'(xg) # 0, alors

f(x) _ f(xo)

lim —<% = .
e=zo g(x)  g'(w0)

Démonstration. (i) Etape 1 : On montre que

lim 1)

z—al 9 (z)

On distingue deux cas.
Cas 1 :a=0.
(z) = 0, les fonctions f,§: [zo, b[— R définies par

Vu que hmm—ma' f(z) = limx%ma- g
s ) flx) six > xo v ) og(z) si x> xo
o -{ B gw=1 g,

sont continues sur [xo, b et dérivables sur |z, b].

Soit ¢ > 0. Par définition de limx_mg g:ég = [, il existe > 0 tel que pour tout

x €]z, o + d], on a
f'(x)
g'(z)

—l’<5

Soit = €]xg, zo + I[. Alors,

Remarquons que f et § sont continues sur [z, x|, dérivables sur |z, z[, §(z) # §(zo)
et pour tout ¢ €|z, z[, §'(t) # 0. Ainsi, par le théoréme des accroissements finis
généralisé (voir théoréme page [160)) il existe ¢, €]zg, x| tel que

fle) = fa) _ FE) _ f()

g(x) - g(l’o) g(%x) a g,(ta:) .
Pour finir, vu que t, €|zg, z[C|xo, o + J], on conclut

1)) |76

— - l S 57
9'(tz) ‘
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qui est le résultat voulu.
Cas 2 : a € {—00,+00}.

Soit € > 0. Posons
2
;o |l|+1) _|l\+1
e = (2 +e¢ o > 0.

Alors, par définition de lim
Jz0, w0 + 611,

soat ﬁ = [, il existe 47 > O tel que pour tout = €

f'(=)
g'(x)
De plus, vu que limm_m x) = a € {—00, 400}, il existe dy > 0 tel que dg < 7 et

9(
pour tout = €]xg, zo —|—52[, f(x) #0, g(x) #0, f(x) # f(xo+01) et g(x) # g(zo+ d1).
Enfin, remarquons que

—l‘< /

1— 9($(J(+)51)

hm — 9 __
f(@o+01) ’

x—)xo 1— )

Ainsi, il existe 6 > 0 tel que 6 < d3 et pour tout = €]xzg, xg + I},
1— 9(3?0(4‘)51)
g(x /
1—f<$0+61) -1 <ée.
f(z)

Pour finir, soit z €]zg, zo + 0] quelconque. Remarquons que f et g sont continues sur
[z, 20 + d1], dérivables sur |z, z¢ + 01[, g(x) # g(xo + 1) et pour tout ¢ €]z, xo + 61,
g'(x) # 0. Ainsi, par le théoréme des accroissements finis généralisé (voir théoréme
6.24] page [160)), il existe #, €]z, zo + 1] tel que

f@) = flwo+61)  f'(t)
g(x) —g(xo+01) g (t)

De plus, vu que ¢, €]z, zg + 01[C]zo, xo + 1], on obtient

‘H

0| )=S0t o) moleo ) _,
(z) g9(z) — g(xo + 61) Wf(x)—f(a?o—i-(h)

- (xo+61)
|pa -
Y Ty _ f(zo+d1)

g'(t) 1 — L

_ (zo+61) _ _
ST S| |
g (te) 1 - Lot g(E,) || g ()

f(@) N >
<e’
_ (zo+91)
/ t:c ]_ _ 971
e
f@)
<&’

f'(ts) r
< - ] l
_( o) +l| e +e
<(e +)e + €

=)+ (] + )¢’
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ce qui est le résultat voulu.

Etape 2 : On montre que
f(@)

lim —= =1.
Tz g(x)
Soient f,§: |z, 220 — a[— R définies par

fl@)=fQRzo—2) et  g(x)=g(2z0 — ).

Alors,
lim f(z)= lim f(x)
hrn+ g(z) = lim g(z)
- f@) o f@)
@) e ()
fl(z) =~ f'(2wo — x)
g'(x) =— g (220 — 2),
et donc

lim ]f’(x) = lim J'(x)

:c—)xar g (-T) TTy g/(l‘) .

Ainsi, par Iétape 1, 3
lim /@)

—— =1,
=) g(z)
donc,
lim @ =1,
TTy g(x)

qui est le résultat voulu.

(it) Vu que f et g sont dérivables en xg, elles y sont continues, et donc,

f(zo) = lim f(x) =0 et g(xp) = lim g(x) =0.

T—T0 T—T0

f(@) = f@o) _ lim flx) = flzog) 1 ~ [(z0)

v=wo g(x)  2=w0 g(x) — g(x0) 7270 T — 20 %ﬂ’;gx‘)) g (w0)

i

qui est le résultat voulu.

O

Remarque 6.26. (i) Le résultat est aussi vrai si on prend des limites latérales ou des
limites a +o00 ou —oo0.

(77) Attention, il existe des fonctions pour lesquelles limy_, 4, % existe mais lim,_, 5, ch /léi)

n’existe pas.

—

Exemple 6.27. (i) On a
lim sin(x) BH. | cos(x) _1
=0 T z—0 1
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. log(z) pu. . 1% o1
lim g() =" lim £ = lim —=0.
r—=+o0 T z—+4oo 1 z—+00 I
(#i) On a
14 13 12
_ . 7" BH. . 14z*° pH. .. 14 - 13x
lim zMe™® = lim “— "= lim = lim ——M—
T——+00 z—+4oo e¥ z—+o0 e¥ T——+00 er
BH. .. 14-13-122" g5 BH .. 14!z 5o, .. 14!
= lim — = ... =" lim =" lim — =0.
T—r+00 e’ z—+oo e z—+oo e%

Il est intéressant de noter dans cet exemple, qu’a priori, nos premieres applications de
la régle de Bernoulli-I'Hospital ne sont pas rigoureuses. En effet, dans le théoréeme, on
a besoin que la limite des dérivées existe pour avoir le résultat. Ici, avant d’arriver a
la fin du calcul, on n’est pas siir que la limite des dérivées existe. La seule application

légale est en fait la derniere, car on sait que la derniere limite existe.

s . . . . . . | . .
Néanmoins, une fois qu’on sait que la limite lim, 1@% = 0, on sait par Bernoulli

I’hospital que la limite limg,— 4o 13}:5 = 0, rendant ainsi notre avant derniére appli-
cation de la régle de Bernoulli I’'Hospital rigoureuse. On peut ainsi remonter pour

récupérer a posteriori que toutes nos applications de la régle de Bernoulli I’Hospital

sont rigoureuses.

6.5 Applications du théoréme des accroissements finis a
I’étude de fonctions

Proposition 6.28.
Soit I un intervalle ouvert et f: I — R continue et telle que pour tout = € I, f'(x) = 0.
Alors, f est constante.

Démonstration. Soit z,y € I quelconques. On montre que f(x) = f(y).
Par le théorémes des accroissements finis, et sa reformulation (voir remarque page

160)), il existe  €]0,1[ tel que

r—y
ce qui montre que f(z) = f(y) et termine la démonstration. O

Exemple 6.29.
Voyons un exemple qui montre que le fait que le domaine est un intervalle est important.

Soit f:]—2,—1[U]1,2[— R définie par
! sixe]l—2,—1]
f(x)_{ 1 siz €)1, 2
On a que pour tout z €] — 2, —1[U]1,2[, f'(z) = 0, mais f n’est pas constante. En fait

elle est constante sur chaque intervalle qui constitue son domaine, mais en changeant
I'intervalle, la constante peut changer.

Proposition 6.30.
Soit I un intervalle ouvert et f: I — R dérivable. Alors,

(i) [ est croissante si et seulement si pour tout x € I, f'(x) > 0.
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(ii) si pour tout x € I, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante.

(iii) [ est décroissante si et seulement si pour tout x € I, f'(z) <0.

(iv) si pour tout x € I, f'(x) <0 alors [ est strictement décroissante.

Démonstration. (i) Commencgons par supposer que f est croissante et montrons que

(i)

(i)

pour tout z € I, f'(x) > 0.
Pour tout h > 0, on a f(x + h) > f(x) et donc W > 0. Et, pour tout
h <0,ona f(x+h) < f(z) et donc w > 0. Ainsi, pour tout h # 0, on a

M > 0 et on conclut

P = i TEED I 5

Passons a la réciproque. Supposons que pour tout x € I, f/(z) > 0 et montrons que
f est croissante.

Soient donc z,y € I, x < y. Alors, par le théoréme des accroissements finis (voir

théoréme page [159)), il existe ¢ €]z, y] tel que
fy) = f@) = f(e) (y —x) >0,

S~ N—
>0 >0

qui est le résultat voulu.

Soient z,y € I, x < y. Alors, par le théoreme des accroissements finis (voir théoreme

[6.22] page [159), il existe ¢ €]z, y[ tel que
fy) = f@) = f(c) (y —z) >0,

S~ N
>0 >0

qui est le résultat voulu.

Commencons par supposer que f est décroissante et montrons que pour tout x € I,
f'(x) <0.

Pour tout h > 0, on a f(z + h) < f(x) et donc w < 0. Et, pour tout
h <0,ona f(x+h)> f(x) et donc w < 0. Ainsi, pour tout h # 0, on a

W < 0 et on conclut

f'(x) = lim

<0

flz+h) - f(z)
h

Passons a la réciproque. Supposons que pour tout x € I, f'(z) < 0 et montrons que
f est décroissante.

Soient donc z,y € I, x < y. Alors, par le théoréme des accroissements finis (voir

théoréme page [159)), il existe ¢ €]z, y] tel que
fly) = f(x) = fc) (y— ) <0,

S~ N—
<0 >0

qui est le résultat voulu.
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(iv) Soient z,y € I, x < y. Alors, par le théoréme des accroissements finis (voir théoréeme

page [159)), il existe ¢ €]z, y] tel que
fly) = f(x) = f'(c) (y —x) <0,

S~
<0 >0

qui est le résultat voulu. ]

Exemple 6.31.

Voyons un exemple qui montre qu’il existe des fonctions strictement croissantes pour
lesquelles on n’a pas f’(z) > 0.

Soit f: R — R définie par f(z) = x3. Commencons par montrer que f est strictement
croissante.

Soient z < y. Alors,

f) = fl@) =9° —2® = (y — 2)(a® + 2y + o).

En étudiant le polynéme z2 + yx + y? on peut voir qu'il est toujours strictement positif.
Ainsi,
fly) = f(@) = (y — ) (@® + 2y +y°) > 0,
—_———

——
>0 >0

qui montre que f est strictement croissante.
De plus, f/(z) = 322 qui s’annule en 0.
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Chapitre 7

L’étude de fonctions

7.1 Extrema et détermination de ’image

Définition 7.1 (extremum, minimum et maximum).
Soient xg € D C Ret f: D — R une fonction. On dit que

(i) f admet un minimum local en xq si

‘35 > 0, tel que Vo € D, tel que |z —zo| <6, f(z) > f(xo).‘

(it) f admet un maximum local en xg si

‘EI(S > 0, tel que Va € D, tel que |z — xo| <9, f(z) < f(:co).‘

(iit) f admet un extrémum local en xo si f admet un minimum local ou un maximum
local en zg.

(iv) f admet un minimum (global) en xq si

Yz € D, f(z) > f(wo)-|

(v) f admet un maximum (global) en xq si

V€ D, f(z) < f(wo)-|

(vi) f admet un extrémum (global) en xz¢ si f admet un minimum ou un maximum en z.

Remarque 7.2.
On a que f admet un minimum global est équivalent a ce que f prend son minimum, et f
admet um maximum global est équivalent a ce que f prend son maximum.

Définition 7.3 (Point stationnaire).
Soit g € D et f: D — R définie au voisinage de x et dérivable en xy. On dit que xq est
un point stationnaire de f si

f’(aﬁo) = 0.

Proposition 7.4 (extremum local condition nécessaire).
Soit xg € D et f: D — R définie au voisinage de xqy et dérivable en x.
Alors, si f admet un extremum local en xg, xg est un point stationnaire de f.

Démonstration. La preuve est tres similaire a la preuve de la proposition [6.20 page [L58
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Exemple 7.5.
Voyons un exemple de comment utiliser cette proposition pour déterminer I'image d’une
fonction.
Soit f: [0,5] — R définie par

f(x) = e” cos(x).
La fonction est continue sur un intervalle fermé borné, donc par le théoréme [5.17} page
m on a que f prend son minimum et son maximum sur [0, 7/2] et son image est

1([o5]) = L o 0

Si zg est le minimum ou le maximum de f, on a deux possibilités : Soit f est définie au
voisinage de zg et donc f/(zg) = 0 soit f n’est pas défini au voisinage de z et donc xy = 0
ou xg = /2.

Déterminons donc les points stationnaires de f :

f(x) = €® cos(x) — €” sin(x) = €”(cos(x) — sin(x)),
qui s’annule en x = 7 uniquement. Ainsi, parmis les valeurs
s ™ \/§ T
f0)=1 f<4>—€42 f(2>—07

il y a le minimum de f et le maximum de f. Ainsi, la plus petite valeur, 0, est le minimum

V2

s .
et la plus grande valeur e 5= est le maximum et on a donc

(o 5]) - e

Proposition 7.6 (Extremum local condition suffisante).
Soit n € N\{0,1} un nombre pair, I un intervalle ouvert, zo € I et f € C™(I) telle que
fl(z0) = ... = fO D (o) =0 et fM)(x0) # 0. Alors,

(i) si f™) ()
(ii) si ) (x0)

> 0, f admet un minimum local en xg.

<0, f admet un mazimum local en xq.

Démonstration. Attention dans la démonstration on utilise le théoréme de Taylor qui est
énoncé et montré dans le chapitre suivant (voir théoréme page .

On sépare la démonstration en 2 cas de respectivement 2 et 3 étapes.

Cas 1 : f((z9) > 0.

Etape 1 : On montre qu’il existe § > 0 tel que pour tout z €]zg — 8,z + [, £ (x) > 0.
Par hypothese, f(”) est continue en xg. Donc pour € = w > 0, on a qu’il existe 6 > 0
tel que pour tout x €|xg — J,z9 + 0.

f(n) (330).

FO @) = f (o) <6 = =)

Ainsi, pour tout z €|z — d,x0 + J[, on a

FO @) = (o) + £ (@) — £ (@o) = | £ (xo)| + £ (z) — £ (o)

(n) (n)
17 o) ~ 11w — 1 )] 2 170 o) - LI T g
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qui est le résultat voulu dans cette étape.
Ftape 2 : On montre que pour tout x €|xy — d,xg + [ et pour tout 0 €]0,1[, on a

xo + 0(x — o) €]zo — 20+ J[.
On a
|0(x — x0)| = |0] |z — 20| < 0.
N
<1 <8

Ainsi, 0(x — xg) €] — 9, 9], et donc zg + 0(x — xg) €|xg — 6, x0 + [, qui est le résultat voulu
dans cette étape.

Etape 3 : On conclut pour le cas 1.

On a par la formule de Taylor que pour tout = € I, il existe 6, €]0, 1] tel que

£ (o + Oz (x — x0))

n!

f(@) = flzo) + (z —w0)"

Vu que n est pair, on a toujours (z — x¢)"™ > 0. De plus, si z €]zg — 0,z + [, on a par
Pétape 2 que xo + 0, (z — o) €]zg — 6,20 + 0] et donc, f) (xg + 0, (z — x0)) > 0. Donc,

() (g Tr—x
+ / ( 0 +91( 0)) (IL'*SUQ)n > f(-TO)a

>0 =0

f(x) = f(o)

ce qui montre que f admet un minimum local en xg

Cas 2 : f("(zq) < 0.

Etape 1 : On montre qu’il existe § > 0 tel que pour tout z €lxo — 6, x0 + I, f(”)(x) < 0.
Par hypothese, f (") est continue en zg. Donc pour € = w > 0, on a qu’il existe § > 0
tel que pour tout x €lzg — d, x9 + J[.

o)

@) = fO o) < e = Py

Ainsi, pour tout x €]zg — d,z9 + J[, on a

F (@) = (o) + F (@) — ) (@0) = —| £ (@o)| + £ (2) — £ (20)

() (3
< = 1) o) + 1£7(z) — £ (ao)] < 11 (z0)] + L0 2( o)l
AR C]

== <0

qui est le résultat voulu dans cette étape.
Etape 3 : On conclut pour le cas 2.
On a par la formule de Taylor que pour tout = € I, il existe 0, €]0, 1] tel que

£ (2o + 0, (x — x0
() = f(ag) + L0 Ol 2 0)
Vu que n est pair, on a toujours (z — xp)"™ > 0. De plus, si z €]zg — 0,20 + [, on a par
Pétape 2 du cas 1 que zo + 0, (z — ) €|z — 6, 29 + 6] et donc, ) (zg + 0,(z — 20)) < 0.
Donc,

(x —xo)"

") (z T—x
L 0T Z00)) () < la),

<0 20

f(@) = f(zo)

ce qui montre que f admet un maximum local en xg
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7.2 Points d’inflexion

Définition 7.7 (Point d’inflexion).
Soit D C R, 9 € R, f: D — R défini au voisinage de x¢ et dérivable en xzg. On dit que xg
est un point d’inflexion de f si une des deux propriétés suivantes a lieu :

() il existe § > 0 tel que pour tout x €]z — d,xo[, f(z) < f(xo) + f'(zo)(x — x0) et
pour tout x €]xg, xo + o[, f(z) > f(xo) + f'(x0)(x — zg).

(77) il existe § > 0 tel que pour tout x €]zg — 0, o[, f(x) > f(xo) + f'(xo)(x — o) et
pour tout x €]xg, xo + o[, f(z) < f(xo) + f'(x0)(x — zp).

Remarque 7.8.
la droite d’équation y = f(zo) + f'(zo)(x — xo) est Péquation de la tangente au graphe de
f en zp. Un point d’inflexion est donc un point ou la tangente traverse le graphe

v = f(xo) + f(z0)(x — za)

(o, £(x0)) y < fxo) + f'(@o)(w — m0)

y = f(xa) + ['(xo)(x — x0)

Exemple 7.9. (i) Soit f(x) = 23 + x, z9 = 0. Alors, f'(z¢) = 1. De plus, pour tout
z <0,
3 _ / _
xo +x <z = f(xo) + ['(20)(x — x0)
<

et pour z > 0,
3 _ ! _
:1:0 +z >z = f(xo) + f (z0)(x — z0),
>

ce qui montre que xg est un point d’inflexion de f.
(i) Soit f(x) = 22, 29 = 0. Alors, f'(x0) = 0. De plus, pour tout z # 0,

22> 0= f(0) + f'(x0)(z — z0),

ce qui montre que xg n’est pas un point d’inflexion de f.
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Proposition 7.10 (Point d’inflexion condition nécessaire).
Soit I C R, f: I — R deux fois dérivable et xg € I un point d’inflexion de f. Alors,

f”(:L’o) = O.

Démonstration. On sépare la démonstration en 2 étapes.
Etape 1 : On montre que

i /@ = F@0) = (o) @ = 20)

z—x0 (x — x0)?

— f”<-r0)-
On utilise la regle de Bernoulli-I’Hospital. On a
— _ ! _ / _ !
li 27 @) = f(zo) = fzo)(@ —z0) _ . fi(2) = f(wo)

T30 (x — xp)? a=zo 2(x — x0)

= f"(x0),

qui est le résultat voulu.

Etape 2 : On conclut.

Supposons qu'’il existe § > 0 tel que pour tout = €]xg —d, x|, f(x) < f(zo)+ f/(x0)(z — o)
et pour tout = €|xg, xo + 8], f(z) > f(zo) + f'(x0)(z — x0).

Alors, pour z €|xg — J, x|,

() = T 2 o) = 20) _y (4(a) — (ag) - /(w)o = 20) ——5 <0
(z — o) (z — o)
<0 H’_/zo
et pour tout = €]xzg, xg + I},
2f($) — f(®o) : f’(fﬂ)('f — o) —9 (f(l’) . f<370) _ f/(.f())(.f _ 370)) % > 0.
(x — o) (x — o)
= 0
Ainsi,
o<t 2/ @3 —IEEE) ey
@)~ fa) — )@ — )
= xl—mg 2 (x " 20)? <0,

ce qui montre que f”(xgp) = 0. La démonstration dans le cas ou il existe § > 0 tel que
pour tout = €|xg — d,xo[, f(z) > f(zo) + f'(z0)(x — zo) et pour tout x €|xg, o + I,
f(x) < f(zo) + f'(x0)(x — xp) est en tout point similaire. O

Proposition 7.11.
Soit n € N\{0, 1,2} un nombre impair, I un intervalle owvert, xo € I et f € C™(I) tel que
f(x0) = ... = " D(x0) =0 et f(x0) # 0. Alors, f admet un point d’inflexion en xg.

Démonstration. Attention dans la démonstration on utilise le théoréme de Taylor qui est
énoncé et montré dans le chapitre suivant (voir théoréme page .

On sépare la démonstration en 2 cas.

Cas 1 : f(™(z9) > 0.
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Par le méme argument que dans le cas 1, étape 1 de la démonstration de la proposition
7.6, page m il existe & > 0 tel que pour tout x €lxg — J, z¢ + J].

F™ () > 0.
Par le théoréeme de Taylor, on a que pour tout z € I, il existe 6, €]0, 1],

N F (20 + 02(x — 20))

n!

f(x) = fxo) + f'(xo)(x — x0)

(x — )",

Par le méme argument que dans le cas 1, étape 2 de la démonstration de la proposition
7.6, page on a pour tout x €]Jzg — 4, g + 0, xo + O (x — x0) E]zo — d, 20 + .
On conclut donc que pour tout = €]zg — d, x|,

£ (o + 0z (x — x0))

f(@) =f(zo) + f'(20)(z — z0) + , (x —x0)"
>0
<f(xo) + f'(0)(z — o).
et pour tout = €]zg, xg + I,
) (g r—T
F(@) =F(wo) + £ (zo)(z — zp) + L E T T TO)

>0
> f(z0) + f'(w0)(z — o),

ce qui montre le résultat.

Cas 2 : f((x9) < 0.

Par le méme argument que dans le cas 2, étape 1 de la démonstration de la proposition
m page m il existe 0 > 0 tel que pour tout = €|xg — 0, xg + J|.

F™(z) <o.
Par le théoréme de Taylor, on a que pour tout = € I, il existe 6, €]0, 1],

. F) (g +§T($ — x0))

f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — 20)

(x — )",

Par le méme argument que dans le cas 1, étape 2 de la démonstration de la proposition
[7.6] page on a pour tout x €]xg — 9,9 + 0, o + Oz (x — o) €]z — 6, 20 + .
On conclut donc que pour tout = €]zg — 0, xo|,

F (@0 + 0x(x — 20))

f(@) =f(x0) + f'(z0)(z — x0) + ] (z —z0)"
: ———
>0 <0
> f(x0) + f'(x0)(z — x0),
et pour tout = €]xg, xg + I},
(n) _
£(2) =F(@o) + ' (ao)a — o) + LI B 0] gy
: ———
b >0
<f(xo) + f'(z0)(x — o),
ce qui montre le résultat. ]
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Exemple 7.12.
Soit f: R — R définie par

6x
J@) =51
Cherchons les points d’inflexion de f. On a
1 — 222
! :6
F@) =6y
222 — 3
i =24r——.
J ) =2y
Pour trouver les points d’inflexion de f, on résout f”(x) = 0, dont les solutions sont 0 et
+6,
On a
) = — 4ot — 1222 + 1
(222 +1)4

On a f" (—@) = 147456 # 0, f"(0) = —72 £ 0, f" (@) — 147'456 # 0, donc ces points
sont des points d’inflexion de f.

7.3 Convexité

Définition 7.13 (Fonction convexe, fonctions concave).
Soit I un intervalle et f: I — R une fonction.

() On dit que f est conveze si pour tous z,y € I et t € [0,1], on a
A=tz +ty) <A —1t)f(z) +tf(y)

(#) On dit que f est concave si pour tous xz,y € I et t € [0,1], on a
A=tz +ty) = (1 —1t)f(z) +tf(y)

Remarque 7.14. (i) On a que f est concave si et seulement si —f est convexe.

(7)) Pour z,y € I et t € [0,1], (1 —t)x + ty = x + t(y — x) représente un point entre = et
y, de la méme fagon que (1 —t)f(x) +tf(y) = f(z) +t(f(y) — f(x)) représente un
point entre f(z) et f(y). Ainsi, on peut comprendre la convexité graphiquement :
Quel que soit deux points sur le graphe de f, la courbe entre ces deux points est
toujours sous le segment qui relie directement les deux point.
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(1 =) f(x)+1f(y)

J((1 =tz +ty)

9 =

fly)

F1GURE 7.1 — Représentation graphique de la convexité

-
Ll

14

La méme chose est vrai pour la concavité, mais le graphe est au dessus du segment.

Fl(1 =t +ty)

(1 =) f(w)+ 15 (y)

I
L

FIGURE 7.2 — Représentation graphique de la concavité

Théoréme 7.15 (Caractérisation des fonctions convexes).

Soient I un intervalle, f: I — R. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est conveze.
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(i) Pour tous x,y,z € I tels que x <y < z, on a

Fly) = f@) () = f(=) _ (=)= f(y)

Yy—x - Z—=x - Z—=

Si de plus I est ouvert et f est dérivable sur I, alors ces propriétés sont aussi équivalentes
a
(iii) [’ est croissante.
(iv) Pour tous z,y € I,
f@) = fy) + () (@ —y).
St de plus, f est deux fois dérivable, ces propriétés sont équivalentes a
(v) Pour tout x € I, f"(x) > 0.

Démonstration. On montre (i) < (ii), puis on suppose que f est dérivable et on montre
(13) = (i4i) = (iv) = (i) et pour finir, on suppose que f est deux fois dérivable et on
montre (ii1) < (v).

Soient x,y,z € I tels que x < y < 2. Alors, A := =% €]0, 1[. De plus, on a alors

Z—T

l_Z_27%_y-T_2-y

z—x z—x zZ—x

et
M+l-ANr=rz+ANz—z)=c+y—z=y.

Ainsi, par hypothese,
f)=Fxz+ (1= Nz) <Af(2) + (1= A)f(2).

Donc
y—x y—x y—x z—x
et
f(Zi—g(y) > f(Z)—Af(z)—y(l—A)f(fC) _ i_;\(f(z)_f( ) = f(Zi—i(ﬁ)’

ce qui nous donne le résultat.

(7)) = (i) :

Soient z,y € I et A €]0,1[. Quitte & échanger les notations, on peut supposer que z < y.
Remarquons qu’alors,

ﬂféﬂ?+\>/\,0,(y—w)ZAer(l—A)\{,SAer(l—A)y:y-

z{

>0 <y
Ainsi, par hypothese, on a

fOy+ A =Nz) = fz) _ fly) = f=) _ fly) = FOy+ (1= Nz)
My+1-Nz—z ~— y—xz — y—QAy+({1-Nz)

En particulier, en ne gardant que le premier et le troisieme terme, on a

1fQy+ A =Naz) = fl) - 1 fly) = fQy+ A= Naz)

A y—x —1-A Yy—x ’
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ce qui est équivalent a
(I=N Oy + A =Nz) = f(#) <A(fy) = FQAy + (1= N)z)).

En réarrangeant les termes, on trouve

FQy+ 1 =XNz) < Af(y) + (1 = A)f(2),
qui est le résultat voulu.
Supposons maintenant que I est ouvert et que f est dérivable.
Soient & < y quelconques et h tel que 0 < h < y — z. Alors, on a

r<z+h<zt+y—zxz=y<y+h

Ainsi, par hypothese,

Jla+b) = fl@) v<oth<y f(y) = f(z) 2<vsvth fly+h) = f(y)

x+h—z - y—zx - y+h—y
Donc,
/ / . h) — h) — ! /
F@) = fute) = Jing LEED 2T gy JOLBZIW) ) — ),

ce qui montre la croissance de f’.

(ii1) = (iv) :

Soient x,y € I. Si x = y, le résultat est trivial, supposons donc que z # y. On a que f
est continue et dérivable sur l'intervalle fermé dont les bornes sont x et y. Ainsi, par le
théoreme des accroissements finis, il existe ¢ entre x et y tel que

f(z) — f(y)

LI = o),

Donc,
f@)=fy) + f -y

On distingue rapidement deux cas : Si z < y, alors, x < ¢ < y et par croissance de f’, on a
f(e) < f'(y). Vuque 2 —y <0, on en déduit

flx) = f(y) + fe)(x —y) > fy) (= —vy),

qui est le résultat voulu dans ce cas. Si y < z, alors, y < ¢ < x et par croissance de f’, on
a f'(¢) > f'(y). Vu que x — y > 0, on déduit

f@)=f) + @ —y) = fy)@—y),
qui est le résultat voulu dans ce cas et termine la démonstration de cette partie.
(iv) = (i) :
Soient x,y € I et A €]0, 1[. Alors par hypothese,
f@) 2fy+ 1= Nz) + fy + (1 = Nz) (@ — Ay — (1 - M=)
=fQy+ (1 =XNz)+ f(Qy + (1 = Nz)A\z —y)

) =fQy+ (1 =Nz) + fy+ (1= Na)(y = Ay — (1= M)
=fOy+ (1 =Nz)+ Ay + (1 = Nz)(1 = Ny —2),
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donc

M)+ @ =X f(x) 2(A+ (1 =) f(hy + (1= Nz)
+ Oy + (1= Naz) (@ —y) (A1 =) = M1 = V)
=0

=y + (1= Na),

qui est le résultat voulu.
Pour finir, supposons que f est deux fois dérivable. L’équivalence (iii) < (iv) est alors une
application de la proposition m page a la fonction f’.

7.4

0

Asymptotes

Définition 7.16 (Asymptote).
Soit DCR,et f: D—R,aeR" et beR.

(7)

Si zg € R est tel que f est définie & droite de xg et hmz—mg f(x) = +o00 ou f est

définie a gauche de zg et lim_, - f(z) = £oo, on dit que f admet une asymptote
0

verticale d’équation x = xg.

Si f est définie au voisinage de +oo et limy, 1o f(x) = b ou f est définie au

voisinage de —oo et lim,_, o f(z) = b, on dit que f admet une asymptote horizontale

d’équation y = [.

Si f est définie au voisinage de +o00 et lim,_, o f(x) —ax —b =0 ou f est définie au

voisinage de —oo et lim,_,_ f(x) —az — b =0, on dit que f admet une asymptote

oblique d’équation y = ax + b.

Remarque 7.17. (i) Une asymptote horizontale est un cas particulier d’asymptote

(i)
(i)

oblique avec a = 0.

On cherche les asymptotes verticales en s’intéressant aux points xg qui sont au bord
du domaine de f.

On cherche les asymptotes obliques en calculant lim, 4 @ Cette limite, si elle

existe et est non nulle est a. Ensuite, on calcule la limite lim, 4 f(x) — ax. Cette
limite, si elle existe est b. Il est possible que la premiére limite existe, mais la deuxieme
n’existe pas et dans ce cas, la fonction n’admet pas d’asymptote oblique.

Exemple 7.18. () Soit f: R\{1} — R définie par f(z) = 25 + 2.

On commence par chercher les asymptotes verticales. Le seul point qui est au bord du
domaine de f est z9 = 1. De plus, lim,_,;+ f(x) = lim,_,+ mlﬁ +2 =400 et donc, f

a une asymptote verticale d’équation x = 1. Remarquons ici que lim,_,;- f(z) = —o0
qui nous donne aussi une asymptote verticale de méme équation.
Passons aux asymptotes obliques. On a lim, 4~ @ =lim; 400 ﬁ + % = 0. Ces

limites étant nulles, f n’admet pas d’asymptote oblique.

Pour finir, les asymptotes horizontales. On a lim,_,+- f(z) = 2 et donc, f admet
une asymptote horizontale d’équation y = 2.

177



-1

-3

(#) Soit f: R* — R définie par f(x) = 22°+3w4+1

xX
On commence par chercher les asymptotes verticales. Le seul point qui est au bord

. . 2
du domaine est g = 0. De plus, lim, o+ f(2) = lim, o+ 232 = 400 et donc, f

a une asymptote verticale d’équation x = 0. Remarquons ici que lim,_,,- f(z) = —o0
qui nous donne aussi une asymptote verticale de méme équation.
Passons aux asymptotes obliques. On a lim,_,+ @ =lim,; 45 %ﬁ# = 2. De
plus,
2
lim (f(xz)—2z)= lim (23: el —2x> = lim setl =3
x—1+00 T—+00 €T T—+00 €T

et donc, f admet une asymptote oblique d’équation y = 2z + 3.

Pour finir, les asymptotes horizontales. On a lim,_, 1+ f(x) = +00 et donc f n’admet
pas d’asymptote horizontale.
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y=2r+3

-8 -6

(77) Soit f: [1,4o00[— R définie par f)z) =z + /z.
On commence par chercher les asymptotes verticales. Le seul point qui est au bord du
domaine est zg = 1. De plus, lim,_,+ f(z) = lim,_,;+ 2+ /x = 2 et donc f n’admet
pas d’asymptote verticale.
Passons aux asymptotes obliques.On a limg_, 4 o % = limy_y 4 cinpey 1+ % =1. De

plus,
A ) —e) = L Vo= oo
et donc f n’admet pas d’asymptote oblique.
Pour finir, les asymptotes horizontales. On a lim,_,, ~, f(z) = 400 et donc f n’admet
pas d’asymptote horizontale.
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2 v=f(z)

1
(iv) Soit f: R\ {%} — R définie par f(r) =e 22-3.
On commence par chercher les asymptotes verticales. Le seul point qui est au bord
du domaine est xy = % On a

1
lim f(z) = lim+ e 23 =0,
3+ 3
T3 T3
. 1 . y .
car llmxH%jL —g;—3 = —00 et limy,_ e = 0. De plus,
. . S
lim f(x)= lim e 23 = 400,
3 3
T3 T3
. 1 . y _ s 1
car hmz_> 3- "33 = +oo et limy_, o €Y = +00. On déduit donc que f admet une
asymptote verticale d’équation x = %

Passons aux asymptotes obliques. On a

T e 2273
lim M = lim
r—t+oo r—to0 xT

Vu que ces limites sont nulles, f n’admet pas d’asymptote oblique.
Pour finir, les asymptotes horizontales. On a
1
lim f(z)= lim e %3 =¢’ =1,

r—+oo z—+o0

et donc f admet une asymptote horizontale d’équation y = 1.
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y = f(x)
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Chapitre 8

Développements limités et séries
entieres

8.1 Développements limités

Théoreme 8.1.
Soit xg € D CR et f: D — R définie au voisinage de xg.
Alors f est dérivable en xg si et seulement si il existe m,h € R et une fonction r: D — R
tel que r(xzg) =0,

lim r(@)

T=TO T — X

=0

et
f(x) =h+m(x —x9) +r(z).

De plus, on a alors h = f(xo) et m = f'(xq).

Démonstration. On commence par supposer que f est dérivable en zg et on montre
I’existence de m, h et r.

On définit
h :f(SUQ),
m =f"(zo),
r(x) =f(x) = f(xo) — f'(x0)(x — o).
Alors,

h+m(z — xo) 4+ r(x) = f(zo) + f'(z0)(z — o) + f(x) — f(x0) — f'(x0)(x — 20) = f(x).
De plus,

r(xo) =f(x0) — f(xo) — f'(zo)(xo — w0) =
lim @) = lim f@) = flxo) f'(@o) = f(z0) — f'(z0) =0,

T=T0 T — X T—T0 T — X0
donc, m, h et r ont toutes les propriétés voulues.
Passons a la réciproque, on suppose que h, m et r comme dans ’énoncé existent.
On a
h = h +m(xo — x0) + r(x0) = f(20).
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Donc,

f(x) = fwo) _ lim f(xo) +m(z — x0) + r(x) — f(z0)

lim
T—T0 T — X T—T0 T — X0
. r(x
= lim m + (2) =m,
T—TQ T — Xo

d’ou f est dérivable et f'(z¢) = m.

Théoréme 8.2.
Soit I un intervalle ouvert, xg € I et f n fois dérivables sur I. Alors, si

F®) (o)
K

ap = f(xo) et pour 1 <k <mn, a, =

il existe r: I — R tel que r(xg) =0,

et

li
acigclo ($ — .%())n

Démonstration. Soit r: I — R définie par

On montre que
r(x
lim # =0
v (x — a0)"
en deux étapes.
Etape 1 : On montre par récurrence que pour tout 0 < m < n,

npR) (g
P (@) = Fm () — 3 fi(())(m — xg)F ™.

= (k—m)!

Ancrage : Pour m = 0, on a par définition,

rO() = r(z) = fle) = Y
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Pas de récurrence : Supposons que pour 0 <m <n — 1,

m m - f(k) x —-m
e =) - Y 0 = )
no k) (g
/) = f )~ D FC0 @
k=m+1 ’

Alors, en dérivant cette égalité,

n ") (z0)
(m+1)( ) :f(m+1)( ) . Z f 0 (k‘ B )( . )k—m—l
r x x m)(x — xg
k1 (k= m)!
:f(m+1)($) _ zn: f(k) 1‘0) (l‘ B xo)k (m—+1)
P/ (k—(m+1))!
qui est le résultat voulu.
Etape 2 : On conclut en utilisant la régle de Bernoulli-IHospital.
Par I’étape 1, on a pour tout 0 < m < n,
n (k)
() () = FOM) () — M) () — F(@) o _ g
™ (o) = f" (z0) — ™ (wo) k%;l (k= m)! :

Ainsi, en appliquant la regle de Bernoulli-I’'Hosptital (voir théoréeme page [161}; on
applique le point (i) n — 1 fois et le point (i) une fois), on a

(n—1) (n)
lim ﬂ = lim ! (z) =T (o) =0,
=0 (x — x0)" w0 nl(z — x0) n!
qui est le résultat voulu. O

Théoréme 8.3 (Formule de Taylor).
Soit I C R un intervalle ouvert, xg € I et f: I — R, n+ 1 fois dérivable. Alors, pour tout
x € I, il existe 0, €]0,1] tel que

SO (2o + 02 (x — x0))
(n+1)!

)n+1

xg)k + (x — zo

Démonstration. Supposons d’abord que x > xg. Définissons P,,: I — R et g: I — R par

) (o
Pua) =Y T
k=0 :

o) =f(t) — Po(t) + T2 = S@) o yni

( — x0)"H

_ :Eo)k

Remarquons que pour tout 0 < m < n,

et donc

Po(z) — f(z)  (n+1)!

9" wo) = £ (o) = B (wo) + (z —zo)"*! (n+1—m)

0=0.
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De plus,
g(x) =0
On montre maintenant le résultat en deux étapes.
E’tape 1 : On montre que pour m = 1,...,n + 1, il existe ¢, €]zg, x| tel que

g™ () = 0.

On construit les ¢, par récurrence :
Pour m = 1, on utilise le théoréme de Rolle (voir théoréme page [158]) qui nous assure
qu’il existe ¢; €]xg, x| tel que

g (c1) = 0.
Si pour 0 < m < n ¢, est défini, on a g™ (z¢) = 0 et g™ (¢,,) = 0. Donc, par le théoréme
de Rolle, il existe ¢1 €]20, cm[Clxo, 2] tel que

(m—i—l)(

g ¢m+1) = 0.

Etape 2 : On conclut.
Par l’étape 1, on a c¢,4+1 €]z, 2| tel que

g(nJrl)(Cn-&-l) =0.

Or,
Pp(z) = f(z)

(@ — 7)1 (n+ 1)L

Ainsi,
(n+1)!=0

qui est équivalent a

En posant 0, = =220 €]0, 1, on a

xo + 0z(x — 20) = Cpy1,
et donc on conclut

SO (g + 0, (x — m9))
(n+1)!

f(z) = Po(x) + Jans

(x — xo

qui est le résultat voulu.
La démonstration dans le cas ou z < x( est similaire. ]

Notation 8.4 (o(|x — zo|™), O(|x — z0o|)"™)-
Soient n e N, D C R, xzg € D, f,g: D — R définies au voisinage de zg.
(7) On écrit
f(x) = g(z) + oz — zo[")
si il existe r: D — R tel que r(zg) =0e

et on a



(it) On écrit
f(x) = g(x) + O(|z — zol")
siil existe r: D — R, § > 0et C > 0 tel que r(xg) = 0 et pour tout = €]zg— 9, xg+ 9]

r(z)

| — zo|™

<C

et on a

f(@) = g(x) + r(2).

Remarque 8.5. (i) On introduit cette notation essentiellement pour que les calculs
(qu’on verra plus loin) soient plus rapides a écrire. Ecrire

f(x) = g(x) + of|z — xo|")

veut dire f égal g plus une fonction dont ’expression exacte ne m’intéresse pas mais
dont je connais une propriété : si je la divise par (z — x¢)™ et que je prend la limite
quand x tend vers zg, j’obtiens 0.

(it) Une fagon de montrer que

est de vérifier que f(zg) = g(xo) et

i 1@ = 9(@)

=0 (x — x0)"

=0

tandis qu’une fagon de montrer que
f(x) = g(x) + O(|z — zo[")

est de vérifier qu’il existe 6 > 0 et C' > 0 tel que

LOETEIp
|z — zo|™ | —
(7i) On a
f(@) =g(x) +UO(|x — xo["*)
f(x) = g(z) + o(|lz — zo|")
4

f(x) = g(x) + O(|z — wo[").

Définition 8.6 (Développement limité).
Soit zg € D C R, n € Net f: D — R définie au voisinage de xy. Un développement limité
d’ordre n autour de xo de f est la donnée de n + 1 nombres réels ag, aq, ..., a, € R tels que

n

f@) =" ap(x — z0)F + oz — 20|™).

k=0

Remarque 8.7. (i) Un développement limité d’ordre n consiste & approximer une fonc-
tion par un polynome de degré n et un reste (le petit o) qui converge vers 0 plus
rapidement que (z — x)".
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(i)
(iid)

(iv)
(v)

(vi)
(vid)

Pas toutes les fonctions admettent un développement limité d’ordre n.
Le théoreme page assure que si f est n fois dérivable et xg € I, f admet

un développement limité d’ordre n autour de zy et nous donne une formule pour
calculer les coefficients ay.

Le développement limité est trés utile pour gagner du temps dans le calcul de limites
lorsqu’on a des compositions de fonctions.

La formule de Taylor (théoréeme page [184]) nous donne un outil pour estimer
I'erreur qu’on commet en approximant f par le polynome. En effet, si f € C"t1(I),
on a, pour tout z € I,

) (o) F ) (y) n
f(m)—lg) o 0 (x*xg)k <yg{12)}’cx] CE] (z — xp) +1

plus généralement en ingénierie, le développement limité est trés utile pour avoir des
approximations de fonctions faciles a calculer a ’aide d’un ordinateur.

On a trois fagons équivalentes d’écrire un développement limité d’ordre n de f :

f@) =" ap(@ — z0)* + o(jz — zo|™)

k=0
flz) = Zn: ar(x — 20)* + () ou r(zg) =0 et lim T_@) ~=0
=0 T—T0 (x qjo)
fl@)=>" ap(z — 20)* + R(z)(x — z0)" ol $li_)r§10 R(z) =0.
k=0

Proposition 8.8.
Le développement limité est unique, c’est-a-dire st ag, ..., Gy, by, ..., b, € R sont tels que

flz

)= ar(e —wo) to(lr —zol") et flx) = bulz —x0)* + 0|z —zo["),

k=0 k=0

alors, on a pour tout 0 < k < n,

ap = by.

Démonstration. Soient rq,ro tels que

F@) = ane—ao) 4ri(e) et f@) =3 bule—a0) + rale)

k=0 k=0

et pour i = 1,2, r;(xo) =0 et

lim 771%(@

=0 (;(; _ xo)n =0.

On montre le résultat par récurrence.
Ancrage : On a ag = f(0) = by.
Pas de récurrence : Supposons que pour 0 < j < k <n —1,

aj = bj,

et montrons que

ag+1 = bgy1-
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@) =Y gaiw—w) X0 ai(z — x0) ()
lim = lim
a0 (x — zo)ktHL T 0 (x — mg)kH!
n
Y Z j—k—1 r1(z) —(k+1) _
= x1l>na’310 ' CL]’(CC - I‘O)J + m(l‘ - I‘O)n ( ) = Qf+1-
j=k+1

Ainsi, par hypothése de récurrence et en utilisant un calcul similaire & ci-dessus,

fx) =X ga;(x —z0) yr. f@) =38 o bj(w — zo)

O+l = xlg&lo (x — o)kt - :chergclo (z — x)kt1 = bit1,
ce qui montre le résultat. O
Exemple 8.9 (Développements limités a connaitre).
Ci dessous, les développements limités de fonctions usuelles autour de x¢g = 0
L _ 2 3 n n
1_$—1+$—|—$ +z° 4 .+ 2"+ o|x]")
L 42—t (1) ol
142
2 3 n
r*  x x
x:1+x+?+€+...+—+o(\x1")
§ :1:3 n+1
log(1 + z) :x—?+§+...+(—1) +0(|x] )
3 5 2m—1
sin(x) =z — %+%+...+(—1)m_1h+0(|x|2m) sin=2m
3 5 2m+1
_ £ i _ m.%'i 2m—+1 . _
=T -3 —1—5‘ + ...+ (-1 (2m+1)!—|—0(|x| ) sin=2m+1
2 4 2m
cos(x) —1—%—F%%—...—F(—l)m%—ko(]azﬁm) sin=2m
2 4 2m
_ _£ :L; _1\ym x 2m—+1 : _
=1 5 T +..+(-1) (2m)!+o(]a:\ ) sin=2m+1.

Voyons comment on a trouvé certains de ces exemples.
(i) Commencons par 'exponentielle. Si f(x) = ¢”, on a f*)(x) = ¢®. Ainsi, pour tout k,
f%)(0) = 1 pour tout k. Ainsi,

)= x +0(I$\)=Zg+0(lﬂfl )-
k=0 :

(i) Voyons comment on trouve le développement limité de 1 . On a vu dans 'exemple
3.42] page [94| que la série géométrique de raison x converge pour |z| <1 et

= xX .
R )

Ainsi,

n o0
7—295 + Z x —ZZL' + "t Z gFrh =3 b gty gk
k=0 k=0

k=n+1 k=n+1
— Z .CCk + anrl -
k=0

_:L"
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Or,

xn+1
z—0 g™ z—=01 —x
Ainsi, si r(2) = §=2, on a r(0) = 0, im0 S5 = 0 et
1 n
— k
. —kX:%):E + r(z).

Par définition, ceci veut dire
1 LA
= Y at o).
k=0

Par unicité du développement limité (proposition page|187)), on a le développement
limité de ——.
11—z

Proposition 8.10 (Reste d'une composition de développements limités).
Soient n,m > 1, xg,90 € R, r(x) = o]z — xo])" et

g(w) = i bi(y — y0)* + rg(y)
k=0

ot ¢(y) = o(ly — yo[™).
Supposons que
bo = g(yo) = 2o
Alors,
ri(9(y)) = olly — yol").

Démonstration. On doit montrer

i 19®)

=0
y=vo (y — o)™ ’

c’est-a-dire, Ve > 0, 30 > 0 tel que Vy tel que 0 < |y — yo| < d, on a

rilo®) |
(y — yo)"
On distingue deux cas.
Cas 1 : by #0.
Soit € > 0 quelconque.
Par définition de
lim ) g,

T—TQ (x — .’E())n
il existe 01 > 0 tel que pour tout x tel que 0 < |x — x| < d1, on a

13
(2[b1])™

ry(x)
(x — o)™

<

(8.10.1)

De plus, par définition de limy_,,, g(y) = o, il existe do > 0 tel que pour tout y tel que
0 < [y - yo| < 6, on a

5
l9(y) = w0l < 5 <& (8.10.2)
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Remarquons de plus que

i it be(y = y0)" + 1y (y)

=b.
=0 Y — Yo

Ainsi, par définition, il existe d3 > 0 tel que pour tout y tel que 0 < |y — yo| < d3, on a

m _ k
Zk—l k(y yO) "‘rg(y) o bl < ’b1|
Y—Y
Ainsi, en particulier,
m _ k
Y—Y

Posons § = min{dz, d3} > 0 et soit y tel que 0 < |y — yo| < 4.
Distinguons maintenant deux sous-cas.

Cas 1.1 : g(y) = zo.

Dans ce cas,

rilo®) _ i) _ o
(y—yo)"  (y—yo)"

Cas 1.2 : g(y) # xo.

On a alors, par (8.10.2) 0 < |g(y) — zo| < 1. Donc, en utilisant le fait que g(yo) = bp = o,

rr9®) | _ ’ ry(9(y)) 9(y) —zo|"
(v —vo)"l 1(9(y) —9(0))" I y—wo
n
- ’ r9®) || ity —y0)* + o) | |
~1g(y) — 9(yo))" Y=Y -
(8.10.1) R
< @mr < @)
ce qui termine la démonstration dans ce cas.
Cas 2 : by = 0.
Soit € > 0 quelconque.
Par définition de
lim ) g
=0 (x — x20)"
il existe d; > 0 tel que pour tout x tel que 0 < |x — 29| < d1, on a
@) | (8.10.4)
(x — o)

De plus, par définition de limy_,,, g(y) = o, il existe do > 0 tel que pour tout y tel que
0<|y—wyo| <d2,0ona

5
l9(y) = w0 < 5 <& (8.10.5)

Remarquons de plus que

lim ZZLl br(y — yO)k + 7”g(y)
Yy—Yo Y — Yo

=b.

Ainsi, par définition, il existe d3 > 0 tel que pour tout y tel que 0 < |y — yo| < d3, on a

Z;gn:1 br(y — yo)k + Tg(?/) < %/e.

— (8.10.6)
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Posons 6 = min{ds, d3} > 0 et soit y tel que 0 < |y — yo| < 4.
Distinguons maintenant deux sous-cas.

Cas 2.1 : g(y) = xo.

Dans ce cas,

=0<e.

r(9y) _ ry(zo)
(y—yo)"  (y—yo)"

Cas 2.2 : g(y) # xo.
On a alors, par (8.10.5) 0 < |g(y) — zo| < 1. Donc, en utilisant le fait que g(yo) = bo = o,

ri9®) | _ ’ r5(9(y)) 9(y) —zo|"
(y—yo)™l 1(9(y) —g(mo))™ Il y—1o
r1(9(y)) S bi(y — yo)* +rg(y)|”
= ’ (9(y) — 9(90))" = =&
8.1§0.4ﬁ 8‘2‘6\/5

ce qui termine la démonstration dans ce cas.

]
Exemple 8.11. (¢) Calculons le développement limité de 1(56:1: autour de zg = 0 et d’ordre
2. On a
o 1 e (14242 +o(a]?) 1+x+‘r—2+o(yw\2)
l—2z 1-—2x 2
)
= 1+2x+ §x2

polynéme d’ordre 2

3 1 3
+ o(]a;\Q) + §$3 + 5904 + 20(\x|2) + 2mo(|x\2) + 59620(\90]2) + 0(|x!2)0(\x|2) .

reste ?

On met d’un cété tout ce qui est un polynéme de degré 2 et le reste de 'autre. Le
but est de montrer que tout le reste est un petit o(|z|?).

Par vérification directe, on a que les termes en 2 et z* sont des petits o(|z|?). De
plus, on peut aussi vérifier que

20(|z[?)
2z0(|z|?)

3
srlo(lz]?), oflz*)o(|I*)

of|z[*)

o|z[*) = 2zo(|2[*) = o(|z[*)

o|a[*) = %wQO(IwIQ),0(|$|2)0(|93!2) = o(|z]*).

Vu qu'une somme de petits o(|z|?) est un petit o(|z|?), on déduit
T

1—=x

)
=14+2x+ 53:2 + o(|z[?),

et donc par unicité du développement limité, on a bien trouvé le développement
limité de /(1 — z).

(7) Calculons le développement limité de cos(m + sin(z)) d’ordre 3 autour de 0.
Vu qu’en 0, 7 + sin(x) vaut 7, on doit développer cos autour de 7.
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On a

1
T +sin(z) =7+ — 6333 + o(|z?).

Pour calculer le développement limité de x autour de m, on utilise la formule de

Taylor (voir théoréme page [184]). On a

cos(m) = —1
cos'(z) = —sin(x) cos'(m) = —sin(7) =0
cos”(z) = — cos(x) cos”(m) = —cos(m) =1
cos”' (x) = sin(x) cos” (m) = sin(r) = 0.

Ainsi, le développement limtié d’ordre 3 de cos autour de 7 est

cos(x) =—1+ 9(:U —m)t 4 l(:E — )%+ 9(:U — 1) 4+ o(|lx — n?)

1! 2! 3!
1
=—1+ 5(3: —7)2 4 o(|lz — n3).

Donc,

1 1 2
cos(m +sin(z)) = — 1+ 5 <7r +xz— 63:3 + o(|z]?) - 7r) + o(|7 + sin(z) — 73)

Attention, 1’écriture o(|m + sin(x) — 7|3) ne veut rien dire. On se permet d’écrire ce
)
genre de chose pour aller plus vite. En réalité, la bonne fagon d’écrire ce terme serait
d’écrire r1(x) , le reste du cosinus, et ensuite
M )

r1(m + sin(z)).
De plus, par la proposition [8.10] page [I89] on a que
ri(m 4 sin(z)) = o(|z[?).

En reprenant, on a

2
cos(m+sin(z)) = -1+ 1 <7r +x— 1303 + o(|z|®) — 77) + o(|z]?)

2 6
=—1+ 1 (x2 + ix'a + 0(]$|3)0(|x\3) — }:1:4 +2(x — 1x3)0(]x\3)> + 0(|:1c|3)
2 36 3 6
1
=1+ §SU2 + 0(|a:|3),

ou tous les termes de degrés 4 ou plus et les termes faisant apparaitre un petit o sont
des petits o(|z|®) par des arguments similaire & I’exemple précédent.

On a ainsi bien trouvé le développement limité de cos(m + sin(x)) autour de 0.

Ce qu’il faut retenir de cet exemple est que lorsqu’on calcule le développement limité
d’une composition de fonction (f o g)(x), autour de xg, il faut faire attention de
développer f autour de g(xp). Si on développe g au bon endroit, au moment de la
composition le terme o(|g(z) — g(z)|™) sera automatiquement un petit o(|z — zo|™).

Exemple 8.12 (application au calcul de limites). (i) Calculons

. 1—cos(2?) — Lzsin(z?)
lim
z—0 8
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Il est possible de calculer cette limite a I’aide de la regle de Bernoulli-I’Hospital, mais
il faut Pappliquer 8 fois. Dériver 8 fois le numérateur sans faire d’erreur est tres
difficile et long.

On s’intéresse plutot au développement limité du numérateur d’ordre 8. On choisit

Pordre 8 car le dénominateur fera que %8‘8) tend vers 0. On a
1 1 1 1
cos(z) =1 — 5302 + Iafl — alﬁ + 3 + o(|z|®)
1 1 1 1 1 1
1 — cos(z?) :§x4 - ﬂxs + axu - gﬂ@lﬁ + o(|z|*%) = 5334 - ﬂ:ps + o(|z|®)
: _ 1 3 1 5 1 7 8
sin(z) =z — 3% + T + o(|z|°)
1 1 1 1 1 1 1
5% sin(z?) :§x4 - ﬁxlo + mazm - ﬁxm + §x0(|:v|24) = 5:64 + o(|z]®).
On conclut ) )
1 — cos(z?) — 2% sin(z?) = —ﬂxs + o(|z[®).
Donc,
2 1 : 3 1.8 8
lim 1 — cos(z*) — 5 sin(z”) i 21 + o(|z|®) oy o(|z[®) _ _i'
20 x8 20 x8 24 z—0 28 24
=0
Calculons
. 1—cos(z?) — Lz sin(2?)
lim -
z— (sin(z))®

Une nouvelle question se pose dans ce genre de cas : Jusqu’a quel ordre développer le
numérateur.

Dans ce genre de situation, on va développer le numérateur et le dénominateur
jusqu’au méme ordre. On choisit 'ordre tel que le polynéme dans le développement
limité du dénominateur n’a qu’un seul terme. Ici en particulier, on choisit n tel que

(sin(z))® = anz™ + o(|z|").

Ici, vu que sin(z) = z+ des termes d’ordre plus grand ou égal a 2 on aura que
(sin(z))® = 2%+ des termes d’ordre plus grand ou égal a 9. On développe donc le
(sin(z))® autour de 0 & 'ordre 8. On a

L g, 15

. 1
sin(z) =z — 3% + i ﬂ$7 + o(|z[®),

1 1 1 1 1 1
= (w ——P+ =z — =2+ 0(|l‘|8)) e (:r - gzr?’ + 5:1:5 - ﬁ:ﬂ + o(|a:|8))

8%

Développer cette multiplication en somme consiste a choisir un élément dans chaque
parenthese, et les multiplier entre eux. Or, si on choisit un terme de la parenthese
qui n’est pas x, on obtiendra quelque chose d’ordre 9 ou plus ou quelque chose qui
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8.2

est multiplié par o(|z|®). Tous ces termes seront des petit o(|z|®). Le seul terme qui
nous intéresse donc est celui ou on choisit le terme = dans chaque parenthese. On

conclut ainsi,
(sin(ﬂ[:))8 =8+ 0(]30\8).

On peut maintenant calculer

. 1—cos(z?) — izsin(23) . —2¥+o(lz¥) . —55 +o(z[®) 1
lim - S = lim S S = hmwz——.
T—T0 (sin(x)) =0 28 4 o(|z|®) 7=0 1 4 Az 24

Séries de Taylor

Exemple 8.13. (i) Soit f: ] —1,1[— R définie par f(z) = ﬁ Alors, f € C*(] — 1,1])

(i)

et on a vu que le développement limité de f autour de 0 assure qu’il existe r,: R — R
telle que r,(0) = 0,
lim &) _
=0 (x — xo)"

et

flx) = Z zF + rn(x).
k=0

Que se passe-t-il si on prend la limite quand n tend vers I'infini ?
On a par convergence de la série géométrique que pour tout = €] — 1, 1],

n—o0

lim zn:xk = f(x),
k=0

et donc
lim r,(z) = lim f(z) — Z z* = 0.

n—oo n—oo

Ainsi, dans cet exemple si n tend vers 'infini, le reste du développement limité tend
vers 0 et on obtient une représentation exacte de la fonction sous forme de série de
puissances de x.

Soit f: R — R définie par

. eiﬁ six#0
f(x)—{ 0 siz=0

On peut montrer que pour tout n € N, £ (0) = 0. (On le montre en montrant que

lim,_,o £ (z) = 0 et en utilisant le théoréme page m)
Ainsi, f € C*°(R), et le développement limitié de f autour de 0 est

f(@) = o(|z[").

En prenant la limite quand n tend vers ’'infini, il n’est pas possible que le reste du
développement limité de f autour de 0 tende vers 0 pour x # 0, et on ne peut pas
représenter f sous forme de série de puissances de z.

Définition 8.14 (fonction analytique, séries de Taylor).
Soit I C R un intervalle ouvert et f € C°(I).
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(i) Pour xg € I, on dit que f est analytique en xy si il existe & > 0 tel que pour tout
x €lxg — d, 20 + 0],

0 r(k)
" (20) k
= Z o (x — x)".
k=0 :
La série est appelée la série de Taylor de f autour de xg.
(it) On dit que f est analytique si pour tout xg € I , f est analytique en xy.

Exemple 8.15 (Séries de Taylor de fonctions usuelles & connaitre).
Les polynoémes sont analytiques; la série de Taylor est alors une somme finie.

e’ = Z T Ve € R
k=0
00 Lz
i = 1) Vr e R
sin(x) kz:%( ) k1) x €
00 L 22k
cos(z) =) (-1) Ve e R
kZ_o (o3
= k+1mk _
log(1 Z Vo e] —1,1]
Z Vo €] —1,1]
Z Vo €] — 1,1]

1+x

La série de Taylor de I’exponentielle est souvent utilisée comme définition de la fonction e”.

Exemple 8.16.
Voyons quelques exemples de comment utiliser les séries de Taylor ci-dessus pour en calculer
d’autres.

(7) Soit f:]—2,2[— R définie par

1

flz) =5

Calculons la série de Taylor de f autour de 1. On a

1 1 1

B B B 1
f(x)_2+x_2+(x—1)+1_3+(x—1)_§1+H'

Or,si |z —1|/3<1,0ona

qui est la série de Taylor de f.
(it) Soit f: R — R définie par
f(@) = e=.

Calculons la série de Taylor de f autour de 1 avec deux méthodes.
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La premieére consiste a utiliser la série de Taylor de e* qu’on connait. On a

93—1) X ek

f(:v) _ 62(171)+2 — 2(:1: 1) 2 Z

Calculons maintenant la série de Taylor de f a ’aide de la définition.
On peut montrer par récurrence que pour tout n € N,

FM () = 2"e®.
Alors, par définition de la série de Taylor, celle-ci est

I

k=0

qui est la méme série qu’avec notre premiere méthode.

8.3 Séries entieres

Théoréme 8.17.
Soit (ag)k>0 une suite, xg € R et la série avec paramétre x

oo
Z ap(x — xo)"
k=0

Alors, il y a 8 possibilités :
(i) La série ne converge que pour x = xy.
(ii) Il existe v > 0 tel que la série converge absolument pour x €|xg —r,xo + 1|, et diverge
pour x ¢ [xg — 1,20 + 7).
(iii) La série converge absolument pour tout x € R.

Dans tous les cas, l’ensemble

I= {x eR : Z ap(x — z0)F converge}

k=0

est un intervalle.

Démonstration. On analyse la série qui dépend d’un parametre a l'aide du critere de la

limsup (voir théoreme page et la remarque m page [101)).

Soit
[ =limsup {/|an(x — 20)"| = |z — zo| lim sup {/|an|.
n—oo

n—oo
On distingue trois cas.
Cas 1 : Supposons que limsup,, ., ¥/[a,] = +o0

Dans ce cas, on a
] — 0 sixz =xg
| 4o six # xg

donc, par la critére de la limsup, la série converge pour x = x( et diverge pour = # xo,
qui est notre premiére possibilité. De plus, on a alors I = {x¢} = [z¢, zo], qui est bien un
intervalle.
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Cas 2 : Supposons que 0 < limsup,, ,, V|an| < +00.

Posons r = 1/limsup,,_,. ¥/|ay|. Alors, pour tout = tel que |z —xg| < r,onal <1 et

donc par le critére de la limsup, la série converge.

De plus, pour tout x tel que |x — x| > 7, on a [ > 1 et donc par le critére de la limsup, la

série diverge, ce qui est notre deuxiéme possibilité. De plus, on a alors

I =|xg—r,x0+ 7[00 [X0 — 1,20 + 7[ OU |T0 — Ty TH + 7] OU [T — T, T + 7]

en fonction de si la série converge en xg — r et xg + r, mais dans tous les cas, I est un

intervalle.
Cas 8 : Supposons que limsup,, ., V/|an| = 0.

Dans ce cas, on a pour tout x € R, [ = 0 et donc la série converge absolument ce qui est

notre troisiéme possibilité. De plus, on a alors I = R qui est bien un intervalle.

Définition 8.18 (Série entiere, rayon de convergence, intervalle de convergence).

Soit une suite (ax)r>0, To € R et la série avec parametre

oo
Z ap(x — xo)".
k=0

La série entiére > oo ax(x — z0)" est la fonction f : I — R définie par
oo
fla) =) ax(z - zo)*
k=0

ou

I= {x eR : Zak(x — zo)® converge} ,

k=0

est appelé l'intervalle de convergence de la série entiére et si r est tel que

I =]zg —r,r9 +r[ou [xg — 1,70 + 7] OU |9 — T, 70 + 7] OU [T — T, 70 + 7]

0

on appelle 7 le rayon de convergence de la série entiére (avec r = 0 si I = [zg,x0] et

r=4o0si I =R).

Remarque 8.19.
Pour trouver le rayon de convergence, on résout

_ n+1
lim {/|an||z — 2ol <1  ou lim [an ]|z = 20 <1
o 2 Janl | = 20"

pour |x — x|

Exemple 8.20. (i) Soit la série entiére
o
> 2R — 1)k
k=0
On utilise le critére de la limsup :

lim /2F|x — 1|F = 2|z — 1].
Jim 4/ |z — 1 |z — 1
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(i)

De plus, 2|z — 1| < 1 est équivalent a |z — 1| < % et donc le rayon de convergence de
cette série entiere est % De plus, pour x =zg—1r=1— 35 é, on a

o

szx—l =Y (-1*

k=0

qui diverge et pour x = xg+71r =1+ 2 %

22’%*1 21

qui diverge et donc l'intervalle de convergence est
3]
272"

o0
Z klzk.
k=0

On utilise le critere de D’Alembert :

|k + 1)'xk+1\
hm e E—

on a

Soit la série entiere

0 six=0

11m (k—|—1)|x] { +o0 siz#0

La série ne converge que pour x = 0 et dong, le rayon de convergence de la série est 0.

Soit la série entiere
= i 14)*.
k=0
On utilise le critéere de d’Alembert :
2k+1 k+1
lim *FL! (e~ 14)

= 1
ko0 %’f(;v — 14)k oo k+ 1

(x —14) =0,

donc la série entiere converge tout le temps et son rayon de convergence est r = +o0
et son intervalle de convergence est

I =R.
Soit la série entiere

= 1

Zk24k(m+2)

On utilise le critére de d’Alembert :

1 2k+2
vy 2) 2
| e (e + . k 2 1 2
1 — lm |z 422 = S|z 42
koo | it (w + 2)% A el A= gl

De plus, %]m +2]2 < 1 est équivalent & |z + 2| < 2. Ainsi le rayon de convergence de
la série entiere est 2. De plus, pour x =29 —r=-2—2=—4,ona

o0 o0 1

S e+ 0 =Y =Y
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qui converge. Et, pour x =29 +r=-2+2=0,0n a

=1

=1
Z 724k (z +2)° Z 72
qui converge également. Ainsi, 'intervalle de convergence de la série entiére est
[_47 O] :

Théoreme 8.21.

Soit f(x) = 3220 ar(x — 20)¥ une série enti¢re de rayon r > 0. Alors,
(i) f € C>(wo — 1,20 + 7).
(i) On a que

o0

() = i kay(x — xg)k_l = Z(k + a1 (x — ﬁUO)k
- k=0

est une série enticre avec le méme rayon de convergence. Plus généralement, on a
f™:zg — 7,20 4+ r[— R est donné par

f(n) () = Z (kﬁ!n)'ak(x — xo)kfn = Z (k—;;'n)!amn(x — z0)".
=n ' k=0 :

FEn particulier,
™ (20) = nlay,.

(iii) f est analytique sur |zg — r,z0 + 7|.

Démonstration. (i) Découle du point suivant.

(7) On sépare la démonstration en 3 étapes.
Etape 1 : On montre que le rayon de convergence de la série entiére

o)

Z(k + Dagyr (@ — z0)F
k=0

est r.
Au vu de la démonstration du théoréme page [196] on a

1
— = limsup {/|ag]-
r k—o0

De plus, le rayon de convergence p de la série entiere S5 (k + 1)ag,1(x — 20)¥ est
donné par

1
= =limsup {/|(k + 1)|ax41]

P k—o0

On fait la démonstration sous ’hypothese plus forte que la limsup dans

1
— = limsup {/|ag|
r k—o0

est une limite[]

x. Sans cette hypothese, il faudrait commencer par montrer que pour deux suites de nombres positifs
(zn) et (yn), si (zn) est bornée et (yn) converge, alors, limsup,, ., Tnyn = (limsup,,_, . Zn)(limp—oo Yn)-
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On a alors,

k41

1 k
== lim /|(k+1 = lim Vk 1(k+1 )

5 = dim {1k 4 Dlagp| = lim VE+1( "/ lartal

— 1im Y& 3 1eler( MV laknl) B _ Jlos(2) _ 1’

k—o00 r

ce qui termine la démonstration de cette étape.
Etape 2 : On montre que pour tout 0 < p < r, et pour tout € > 0, il existe N € N tel
que pour tout n > N,

[e.9]

Z lag|p® < €
k=n+1
oo

Y (k+Dlaplp’ <e.
k=n+1

Dans I’étape 1, on a vu que

1
— = limsup {/|ax| = limsup /(k + 1)|azr1].
< timoup {feul = tmsup {05+ Do

Donc,

. ) p
limsup {/|ax|p* = limsup «/(k + 1)|ag1|pF = & < 1.
msup {Jax|pt = lim sup {/(k + Dloga|o* =2

Par le critére de la limsup (voir théoréme page [100), les séries

o [e.e]

Yolaklp® et Y (k4 1)]arlp”

k=0 k=0

convergent.
C’est-a-dire, il existe N1, Ny € N tels que

oo n oo
V> N, D farlp® = lakle® =D laxlp®| < e
k=n+1 k=0 k=0
o0 n o0
V> Ny, Y (k4 Dlagralp® | D (k4 Dlagralp® = > (k+ 1]aga|p¥| <e.
k=n-+1 k=0 k=0

Prenant N = max{Ny, N2}, on a le résultat.
Etape 3 : On montre que pour tout = €|xg — r,xg + 7],

o0

fl(a) =Y (k + Dagpa(z — 20)*.

k=0

r+|z—zo|
2

Soit donc x €Jxg — 7,29 + [ et € > 0 quelconques et p = < r. Par I’étape 2,

il existe N € N tel que pour tout n > N,

[e.e]

g
Z ’ak;’ﬂk < 3
k=n-+1
o0

Z (k + Dag]p" <
k=n+1

3

3
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Remarquons que

N+1 " N+l N
(Z ag(z — xo)k> = Z kay(x — xo)* ! = Z(k + Dagy1(z — o)k
k=1

k=0 k=0

Ainsi, par définition, il existe d; > 0 tel que pour tout h €] — 61, 1[\{0},

’Eﬁ”@l ag(z + h — z0)* — S ar(z — x0)* <

N
. = > (k+ Dapyr (z — m0)*
k=0

w\m

Soit enfin § = min {51, %} > 0. Alors, si h €] — §,0[\{0} est quelconque, on a

r+h)— f(x >
‘f( })L f( )_Z<k+1)ak+1($_x0)k
k=0
< |flath) - fz) Yoo a(@ + h —x0)* — S0 ap(z — xo)*
- h h
N+1 k N+1 k N
ag(x +h —x9)" — ap(x —x
Zk o ak( 0) 2 k=0 ak( 0) *Z(k+1)ak+1($*$o)k
h
k=0
hel—61,61[\{0}
S 3
N 00
+ > (k4 Daga(@ — 0)* = Y (k+ Dagya(z — zo)"
k=0 k=0
S nao a(@ 4 h — o) — Y32 nigap(e —x0)f| €
= _‘_7
h 3
(o ¢]
+ Z (k+1)ak+1(x—xo)k
k=N+1
> r+h—x0)f - (x—xz0)f| ¢ >
S Z \ak\< O)h ( 0) +§+ Z (k+1)‘ak+1‘l’—x0‘k
k=N+2 k=N+1
> T+ h—20— (T —20)
<Y 0 =800 Sy = g — )] 4
k=N+2 j=1
(0.0
+ Z (k+1)|ak+1|x—x0|k
k=N+1
0o k—1
< Z \ak\Z]a:+h—xg|J|z—xo|k 13+3+ Z (k + 1)|ag41||z — zo®.
k=N+2  j=1 k=N+1
Remarquons que
|+ h — @o| <|z — wo| + |h| < \x—x0|+7"_|f”2‘x0 = T+|”32—f”0| -
1z — o] <|m—xo|+\x—x0| < Tl — ol

- 2 - 2
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Ainsi,

00 k—1 ) ) 0o k—1 ' .
Yoo dawl Yol +h =zl |x —wolf T < Y far] Yo plp
k=N+2  j=1 k=N+2  j=1
o0
< >0 Jarlkp!
k=N+2
— 5
= > ok +1)p" < 3
k=N+1
oo 00 -
> (ke Dlagplle —xo* < 37 (k+ Do’ < 3.
k=N+1 k=N-+1
On conclut,

f(erh})lf(:U) _I;)(k+1)ak+l(x_x0)k §§+§+§:€7

qui est le résultat voulu.
Etape 4 : On montre par récurrence que pour tout n > 1,

F (z) = i M%m(l‘ — z0)".

!
S

Ancrage : Pour n = 1, le membre de gauche est f’(z) tandis que le membre de droite

est
o0

> (k+ Dags(z — o).

k=0
Par I’étape 3, le membre de gauche et de droite sont les mémes et donc, le résultat
est vrai pour n = 1.
Pas de récurrence : Supposons que

F ) =3 EEDL @ o)t

|
P k!
et montrons que
> (k+n+1)!
FO @) =3 (k,)ak+n+1($ — x0)*
k=0 ’
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Soit b, = (k:f)!akJrn. Alors, par I'étape 3, et par hypothése de récurrence,

S (@) = (£ ()
= (i bi(z — xo)k>
k=0

=3k Dbiga(o — a0t
k=0

-2+ D et =
k=0 '

k

X (k+n+1)!
= Z %akﬁtnﬂ(fﬂ — 20)",

= k!
qui est le résultat voulu.

(iii) On sépare la démonstration en 2 étapes.
Etape 1 : On montre que pour une fonction f € C*(]a,b|), et z¢ €la,b[, f est
analytique en zg si et seulement si il existe M,r > 0 tels que pour tout =z €
lxog — o + [, et n € N*,

@) < M

Commencons par supposer que f vérifie la propriété ci-dessus et montrons qu’elle est

analytique.
Commencons par montrer que la série de Taylor a un rayon de convergence strictement
positif.

o] k)

ARIER

Z k(' ) (z — x0).

k=0 :
On a

k) (z T — T—x
lim sup FB o) 0)(:U—xo)k §W| 0|:| 0|.
koo k! r r

Ainsi, si |z — xg| < r, la série converge par le critere de la limsup (voir théoreme
page et donc le rayon de convergence de la série de Taylor est au moins 7.

Par la formule de Taylor, (voir théoreme page , pour tout n € Net z €
lzo — 7, x0 + 7|, il existe 6, €]0, 1] tel que

n+1

(z — o)

_ S f(k) (z0) f(n+1)(x0 + Oz (2 — 20))
f(@_,;)T(x_“)u (n+1)!

De plus, on a xg + O n(x — z9) €Jxg — 1,20 + 7|, et donc

. SNy IE™) k . FOD (20 4 O (x — x0)) n+1
i |32 S = )t = (o) = fim CESIEE
— /I’L+1 r—X T
< lim M i | ZOK 0.
n—oo T

Par le corollaire du critere des deux gendarmes (voir théoréeme page [73), on
conclut que pour tout x €]xy — r,xg + 7],

o 4(k) (1
3 0 ot = o)
k=0 ’
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ce qui montre que f est analytique.

Passons a la réciproque.

Supposons que f est analytique en xg. Par définition, il existe p > 0 tel que pour
tout x €]zg — p, xo + p|,

En particulier, la série de droite converge, et donc son terme général tend vers 0
(voir proposition m page . Vu que toutes les suites convergentes sont bornées, il
existe C' > 0 tel que pour tout k& > 0,

’f ) (o)

k
X 0" < C.

Posons r = g > 0, et considérons x €|xg — 7,z + r[. Alors, par le point précédent,

= (n 4 k)| FR) (o) k
@) <Y |z — 0|
’ ’ = Kk (n+k)!
0 1| fn+k)
< Z (n —/;k) / ](f(')) -k
= ! (n+k)!
_y- (bt F0 ) (o) (6)’“
= K (n+k)! 2
=11 (n+k)! FOHR) (220) shtn
- ok sn
=2k 0 k! (n+k)!
<C
<5 (3)
k=0 '
Montrons par récurrence que pour tout ¢ €] — 1, 1[, n > 0,
= (n+k)! n!
> th = —. (8.21.1)
oS (1 —¢)ntt

Ancrage : Si n = 0, I'identité se lit
o)
1
E:tk:zl__f
k=0

qui est vrai; il s’agit de la série géométrique de raison ¢.

Pas de récurrence : On a par le point précédent,

> (n+1+k)! < (n+k)!,\ n! " (1)
Z(k!)tk: <Z (k')tk> = ((1—t)"+1) = (1(—15)”)“’

k=0 k=0

204



qui montre bien le résultat voulu.

Revenant a notre estimation, on a

C n! 2Cn! 2Cn!
1] e - 25

1\t "
(1 - 5) (2)
Définissant M = 2C, on a le résultat.

Etape 2 : On montre que pour tout = €|zg — 7,z + [, il existe M,7’ > 0 tel que
pour tout n > 0, et y €]lx — 'z + 7|

n!

1F™(y) < M——

T/)n :

Soit donc, |z — x¢| < p < r. Alors, xg + p €]zg — 1,20 + [ et donc, la série

o

> arp”

k=0
converge, donc son terme général tend vers 0. vu que les suites convergentes sont
bornées, il existe C' > 0 tel que pour tout k£ > 0,

|aklp® < C.

Soit encore 0 < r’ = w et y €]z —r',x +1'[, n > 0 quelconque. Remarquons
que

ly — @0l <ly — 2| + |z — 20| <" + |z — 20l
p— |z — x| :p+]m—xo\

O | = 2

<p<r.
2 p=r

Donc,
y €lxg — 1o + 7]
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Ainsi, par le point précédent,
o0

n n+k)!
) <3 O oy o
k=0 ’

o0

SI;)TWIH%’ (7”/ + |5U - »TOD

1 &+ |z —z0]\* (n + k)
N T
P =0 P k! ————

<C

Sgi (n+ ). (T/+ |~’U—xo’>k

Mo R P

n!
P o n+1
(P—w— ‘w_xo‘)

n!

(p—\x—m)““

2
r':7p7|12710‘ Cp n!
r! (Tl)n '

Prenant M = %, on a le résultat. ]

Remarque 8.22.

Une fonction analytique est une série entiere autour de chaque point, mais la série entiére
et son rayon de convergence changent en fonction du point autour duquel on développe la
fonction.
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Chapitre 9

L’intégrale

9.1 Primitives

Définition 9.1 (Primitive).
Soit D C R un ouvert et f: D — R. Une fonction F': D — R est une primitive de f si
pour tout x € D,

On note alors

Flz) = / f(x)dz  ou / "),

Remarque 9.2.
Si il existe une primitive de f, F', alors il en existe une infinité. En effet pour tout C' € R,

F + C est aussi une primitive de f.

Proposition 9.3.
Soient D un ouvert, a, € R et f,g: D — R deux fonctions admettant des primitives.
Alors,

(i) On a . N N
[ e + sgndt o [ g+ 5 [ gl

(ii) si de plus g est dérivable et g(D) C D,

x 9(z)
| e wde= [ syt
(iii) si de plus f et g sont dérivables,
| 1wy = s - [ 109 @t

Démonstration. (i) Soient des primitives

Alors,



C’est-a-dire, aF + G est une primitive de af + B¢ et donc

o [ s+ 5 [ gt = aF (@) + 6@ = [ (as(e) + Bolt)dt,

qui est le résultat voulu.
(i) Si F(xz) = [* f(t)dt, on a

g(z)
[ st = Flg(@) = (Fog)),
Et donc,
(Fog)(z)=F(g(x)g'(z) = fg(x))g (2),
qui est le résultat.
(7i) On a

(f9)(z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(x).

Ainsi,

xT

f@g@) = [ (oY ®at= [ rg(o) + 109 W)t
Ainsi, en réarrangeant les termes, on a
| rgwdt = s@g@ - [ 05 @t
qui est le résultat voulu.
Proposition 9.4 (Primitives de fonctions usuelles).
Soient c € R, n € N*, a € R*.

On regroupe dans un tableau les primitives des fonctions usuelles. Le tableau a trois colonnes,
D, f et [T f(t)dt. On a que [* f(t)dt est une primitive de f sur D.
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D f(z) J* ft)dt

R c cx

R " %Hxn+1
10, +o0] z° gz
R | L | log(lal
R ﬁ arctan(z)
R sin(z) — cos(z)
R cos(x) sin(x)

]-2,2[ | tan(z) | —log(cos())

7

®
8

®
8

R cosh(z) sinh(z)

R sinh(x) cosh(z)

10, +00] | log(z) | zlog(z)— =z

Démonstration. La démonstration consiste en des vérifications directes. OJ

Remarque 9.5.
Le tableau ci-dessus donne une primitive, mais pas toutes. Pour retrouver toutes les
primitives, il faut encore faire +C ou C' est une constante sur chaque intervalle du domaine.
Pour toutes les fonctions ci-dessus, sauf %, le domaine n’étant qu’un intervalle, on retrouve
toutes les primitives en ajoutat une constante. Par contre toutes les primitives de % sont
données par

log(x) + C4 six >0

log(—z) + Cs sixz <0,

ou C7 et 5y sont deux constantes qui peuvent étre différentes.

9.2 L’intégrale de Riemann

Définition 9.6 (Subdivision, somme de Riemann, somme de Darboux).
Soit a < b. Une subdivision de l'intervalle [a,b] est la donnée d’une suite finie

a=xpg< a1 <Toa <3< ...<xTpp =0

On note
o ={x0, X1, ..., Tn}

pour la subdivision.
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Soit f: [a,b] — R une fonction bornée.
Pour tout 0 < k <n — 1, soit

ug €[Tk, Ty

mp = inf  f(x)
TE[TR, Thot1]

My = sup f(z)

TE[T, Thot1]
La somme de Riemann de f pour la subdivision o et le choix ug, ..., 41 €st

n—1

S(0,ugy ey Un—1) = Z f(ug) (@1 — zp).
k=0

/—\

(3] Uz Uz g (75

La somme de Darboux inférieure de f pour la subdivision o est

n—1

S(0) =D mi(zpr1 — x1).
k=0
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La somme de Darboux supérieure de f pour la subdivision o est

n—1

S(0) =Y My(xps1 — zp).
k=0

Remarque 9.7. (i) Pour toute subdivision o et choix de ug, ..., up—1, Oon a
§(O’) < 5(07 UQy -y un—l) < 3(0)

(7) L’idée est que en ayant des subdivisions de [a, b] avec de plus en plus de point, ces
trois sommes vont converger vers l’aire sous la courbe, qu’on définit comme intégrale.
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Définition 9.8 (Fonction intégrable, Intégrale).
Soit f: [a,b] — R. On dit que f est intégrable si

sup{S(c) : o est une subdivision de [a,b]} = inf{S(c) : o est une subdivision de [a, b]}.

On note alors
b
/ f(x)dx = sup{S(o) : o est une subdivision de [a, b]}

Théoréeme 9.9.
Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Alors, f est intégrable.

Démonstration. On sépare la démonstration en deux étapes.

FEtape 1 : On montre que Ve > 0, 36 > 0 tel que Va,y € [a,b], |z —y| < d = |f(z)— f(y)| <
€.
On procede par I’absurde. Supposons que 3¢ > 0 tel que V§ > 0,3z, y € [a, b] tel que |z —
yl <6 et |f(x) - f(y)] > e.

Soit donc & > 0 comme ci-dessus. Prenant § = %, il existe zp,, y, € [a, b] tel que |z, —y,| < %
et |f(zn) = f(yn)| 2 e

Vu que a < x,, < b, (z,) est bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir théoreme

page il existe une sous-suite (2, )x>1 C (z5) convergente. Notons [ = limy_,oo Zp, -
Alors, pour tout k,

1 1

et vu que

lim z,,, — — = lim z,, + — =1
koo Tk ng koo Tk Nk ’

on a par le critére de comparaison (voir théoréme page [124) que limy_,o0 Y, = [. Par
continuité de f en [, on a

lim f(n,) = Jim f(gn,) = £(0).

k—o0
Ainsi,
0= 1£() — F()] = lim |f(zne) = f(gn,)] = = >0,
ce qui est une contradiction.

Etape 2 : On montre que pour tout & > 0, il existe § > 0 tel que, si o = {zg, 1, ..., T, } est
une subdivision telle que pour tout 0 < k <n —1, xp41 — x < J, alors,

0<S(o0)—S(0) <e.

Soit donc € > 0 quelconque. Par I’étape 1, il existe § > 0 tel que pour tout z,y € [a,d] ,
lz -yl <= |f(x) - f(y)| < 355 et 0 = {xo, 21, ..., 2} une subdivision telle que

a=r9<x1<T9<..<xTp=2> et VO<k<n—1, zpe1 —xr <0.

Remarquons que pour tout 0 < k < n — 1, vu que f est continue sur [zg, rr11], par le
théoreme page f prend son maximum et son minimum sur [z, xg1]. Il existe
donc yg, 2z € [k, Trr1] tel que

flye) = inf  f(z) =my

€Tk, Tht1]

f(z) = sup  f(x) = M.

ZE[CEk,"Ek+1}
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De plus, vu que yg, 2k € [Tr11, 2], On a

lyk — 2| < |Tpg1 — k| = Tpy1 — 2 < 0.

(l'n - iL’()) =g,

Donc,
13
0= My —my = f(zr) = flyr) < [F(zk) = Flyn)l < o
Ainsi,
o n—1 n—1
0 <S(0) = S8(0) = Y My(xp41 —x1) = Y mp(@ps1 — %)
k=0 k=0
n—1 e n—1 e
<Y (M —my) (w1 — 2%) < 7—— > (Tpp1 —ap) =
P b—a — b—a
=0 >0 k=0
—b—a

qui est le résultat voulu.
Etape 3 : On montre que si 01 C 09 sont deux subdivisions, alors

(02)

s
5(02)

Soit donc o1 = {xg, x1, ..., Tn, } T 02 = {Y0, Y1, .-, Yn, } deux subdivisions,

=29 <21 <..<Zp, =b
a=yo <Y < ...<Yn, =0

Vu que 01 C 02, pour tout 0 < k < ny, il existe 0 < j(k) < ng tel que z; = y;(). En

particulier, on a j(0) =0 et j(ni) = na.

Remarquons qu’alors, pour tout 0 < k <mnj; —1let jk) <j<jlk+1)—

Wi Yi+1] C W) Yigk+1)] = [Tk Thaa]-

L

f(@)(yj+1

Ainsi,
sup  f(z) < sup  f(z)
TE[Y;,Yj+1] z€[z),T)41]
inf  f(z)> inf  f(z).
TE[Y;,Yj+1] z€[z),T)41]
Donc,
na—1 j(nl)_l
S(o9) = inf o) (yiv1 —yi) = inf ) (Yir1 — Y
S(o2) jz:(:] :):E[ijijLﬂf( )(y]+1 yj) j—%(:o) ze[ijyj+1]f( )(yﬁl yj)
ni—1j(k+1)— ni—17(k+1)—1
= Z inf  f@)(yj—y) > D Y inf
k=0 j=j(k) €Y,y +1] k=0 j=j(k) TE[Tk, Thy1]
ni—1 J(k+1)—1 ni—1
= Z inf f(z) Z (Yj+1 —yj) = Z inf  f(@)(Yjk+1) — Yjik)
P TE[Tk,Th+1] i=5(k) =0 TE[Tk,Th+1]
ni—1

=>  inf  f(x)(@p — k) = S(o1)

pard TE[Th,Th41]

213

)



et

na—1 J(n1)—1
S(e2) =Y sup f@)(yrr1—y)= Y. sup f(@)(y+1—y;)

=0 €[Y;.Yj+1] j=3(0) TEWY;Yi+1]
ni1—1j(k+1)— ni—17(k+1)—1

=3 Z sup f@)(yjr—y) < D Y. sup f(@)(ye — yj)
k=0 j=j(k) *€Wsivi+l k=0 j=j(k) “E€EKTrr1]
ni—1 J(k+1)-1 ni—1

=Y sup fl@) D, Wiri-y)= >, sup  f@) W) — Vi)
k=0 ZTE[Tk,Trt1] j=3(k) k=0 TE[Tk,Try1]
ni—1

=Y sup  f(@)(zpi1 —2x) = S(01)

k=0 xE[CEk,karl]

qui est le résultat voulu.
Etape 4 : On conclut.
On définit

sup{S(o) : o est une subdivision de [a, b]}
inf{S(c) : o est une subdivision de [a, b]}

Ul [

et on montre que pour tout € > 0, |S — S| < e.
Soit donc € > 0 quelconque. Par la caractérisation du suprémum et de I'infimum (voir
théoreme m, page , il existe o1 et oo deux subdivisions telles que

Par D’étape 1, il existe § > 0 tel que, si 0 = {9, z1, ..., Ty} est une subdivision telle que
pour tout 0 < k <n—1, xp41 —x < J, alors,

0<S(0)—S(o) <

Wl m

Soit o3 = 01 U 0o. On construit ensuite o la subdivision qui consiste & ajouter des points a
o3 jusqu’a ce que, si
0= {.T[), L1y eeey xTL}?

alors, pour tout 0 < k <n —1, x541 — zx < 6. Remarquons que o; C 0 et o2 C 0. Ainsi,

1S =S| =[S = S(0)| +|S(0) = S(o)| + [S(0) = 5]
=S —8(0) + 8(0) = S(0) + S(0) = §

<S — S(o1) + §+§@g 5
S e,
-3 3 3 ’
qui est le résultat voulu et termine la démonstration. O

Proposition 9.10.
Sotent a < c < b, f,g: [a,b] = R continues, a, B € R. Alors,
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(i) on a
c b b
/a f(:p)dx—}—/c f($)dx:/a f(z)dx.

(ii) Uintégrale est linéaire, c’est-a-dire,

b b b

| at@ + Bg(@)de = o [ f@)da+ 5 [ g(a)d.
(iii) si f <g,
b b
/a f(x)dx S/a g(z)dz.
(iv) si f >0 et
b
/ f(x)dx =0,

=0

alors, pour tout x € [a,b], f(x)

(v) on a

[ s@as| < [ 171w

Démonstration. (i) On note, pour o1 = {x1,%2, ..., Tp, faveca = 9 < 1 < ... < Tp, = C
une subdivision de [a, c|, 02 = {Yo, Y1, .-, Yny } avec ¢ = yp < Y1 < ... < Yp, = b une
subdivision de [c,b] et 03 = {20, 22,..., 23} avec a = 29 < 21 < ... < 2zp, = b une
subdivision de [a, b]

ny—1

Spelor) =2, inf  fa)(@ps1 —an)

=0 €Tk, Tht1]
nyp—1
Saclo) =Y sup  f(z)(zpr1 — 21)
k=0 TE[Tk,Trt1]
no—1

Seplo2) =Y inf  f(@)(yer1 — vr)

=0 TEMRYr+1]

no—1

Sep(o2) =Y sup  f(@)(Yrs1 — vr)

k=0 TE€[Yk Yrt1]
nzg—1

Seplo3) = inf  f(@)(zk41 — 2)

=0 €2k, 2k +1]

nzg—1

Sap(oz)=>_  sup  f(2)(zre1 — 21)

k=0 TE€[2k,2k41]

Soit o = {20, 22,...,2n} avec a = zp < 21 < ... < z, = b une subdivision de [a, ]
quelconque. On définit o, de la fagon suivante : Si ¢ € o, on définit, o, = 0. Si ¢ ¢ o,
il existe 1 < ny < n tel que z,,-1 < ¢ < zp,. On définit alors ' = n + 1, pour

0<k<n,
2k si0<k<n—1
2. =14 zk=CcC sik=mn
2h1 sini+1<k<n
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(i)

et oo = {z,%,...,2,}. Remarquons que dans les deux cas, par 'étape 3 de la
démonstration du théoréme page [212)), vu que o C o, on a

Sap(0) <8ap(0e)
Sap(0) =8ap(0e)

Pour éviter de surcharger les notations, on redéfinit n = n’, z, = 2}, et 0. = {20, ..., 2n }
et ny tel que ¢ = z,. Posons ng = n —n; et définissions

S,
S

VO <k <mni, o =z
V0 <k <n2, Yk = 2ktnm

On a alors,

a=2) <21 <..<ZTp =C

c=Y<y1 <..<Yn, =b

d’ou 01 = {x0,..,2n, } est une subdivision de [a,c] et o2 = {yo,..., Yn,} est une
subdivision de [¢, b]. On déduit

a Cc

Vu que la subdivision o est quelconque, on déduit, en prenant le suprémum dans la
premiére ligne et 'infimum dans la deuxiéme ligne parmis toutes les subdivisions de

0,
/ ' flayda < | @z [ ' fa)da

[ s@e > [ sz [ s

Les deux estimations combinées donnent le résultat.

On sépare la démonstration en six étapes.

" iz = — [ fa)de
/ /

Pour o = {0, z1, .., 2, } une subdivision de [a, b], on note

Etape 1 : On montre que

n—1

Sp(o) =) sup  f(x)(xhs1 — k)
k=0 ‘Z‘E[wk,l‘k+1}

n—1

S jlo)=>_ inf (=f(2))(@rs1— k)

par €Tk, Tht1]
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Alors, on a

n—1 n—1
S jo)=> inf (—f(@)(@wp—z) == sup f(@)(Tp41 — 7p)
P k=0 TE[Tk,Tp41]
=—S5y(0)

Ainsi,
b
/ —f(z)dx =sup{S_¢(co) : o est une subdivision de [a, b]}
=sup{—S(c) : o est une subdivision de [a, b]}

b
—inf{Sf(0) : o est une subdivision de [a,b]} = —/ f(z)dx

Etape 2 : On montre que pour « > 0,

/abaf(m)dx = a/abf@)dx

Pour o = {xg, x1, .., 2, } une subdivision de [a, b], on note

n—1

Sp(o)=>_ sup  f(z)(@rs1 —x1)
k=0 TE[Tk,Tp41]

n—1

Sa(@) =2 sup  (af(@))(@per — ).

k=0 TE[Tk,Thy1]

Alors,
o n—1
Saf(0)=>_ sup (af(@)(@p1—21) = Z sup  f(@)(@p+1 — 2k)
k=0 xe[zk,ka} fo—= Oﬁe[a:k,karl]
=aS¢(o).
Ainsi,

b
/ af(z)dr =inf{S, (o) : o est une subdivision de [a, b]}
=inf{aS;(0) : o est une subdivision de [a, b]}

b
=ainf{S;(o) : o est une subdivision de [a, b]} = a/ f(z)dx,

qui est le résultat voulu.
Etape 3 : On montre que pour « € R,

/abaf(x)d:v = a/abf(x)dx

Si a >0, on a le résultat par ’étape précédente. Si a < 0, on a

/abaf(:c)dx—/ ol ) 2 / alf @ etage2|a|/abf($)dx
:a/a f(z)dx
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Etape 4 : On montre que

/ab f(z) + g(z)dz > /ab f(z)dx + /abg(x)dx,

Pour o = {xg, x1, .., z, } une subdivision de [a, b], on note

n—1

Si0)=3" inf  f(@)(wpsr — )

pr TE[Tk,Tht1]
n—1

Sy(o)=>_ inf g(x)(zpp1 — k)

pr TE[Tk,Tht1]

n—1

Spyglo) =3 inf  (f(x)+g(2)(@hs1 — 2x).

pr TE[Tk,Tht1]
Soit donc € > 0 quelconque. Par la caractérisation du suprémum (voir théoréme m
page il existe 01, o9 deux subdivisions de [a, b] telles que

b

Soit o = 01 U o9 et notons o = {xg, x1,..,Tn} avec a = 9 < 1 < ... < xp, = b. Alors
par I'étape 3 de la démonstration du théoreme 0.9 page 212] on a

S¢(o) 28(01)

ﬁg(o) 2ﬁg((T?)

On déduit donc

n—1

b
/a f@) +g(@)dz =S, () =5 inf  (f(2) + (@) (pr1 — ax)

pard TE[TR, Thot1]

n—1
zZ( inf  f()+ in g<a:>> (2hs1 — )
k=0 \%€l ]

TE Xk, Tot1] TE[TR, Tht1
n—1 n—1
= o inf  fl@) (@ —a)+ ), inf  g(@) (xR — k)
E—0 TE[T,Thy1] k=0 TE[Th,Thy1]

—54(0) + 5,4(0) > S4(01) + S, (0)
b b b b
> [ @i =5+ [g@de =5 = [ f@de+ [“g(@)da—e.

Vu que € > 0 est quelconque, on a

/abf(:r) + g(x)dx > /abf(x)dx + /abg(x)dx,

qui est le résultat voulu.
Etape 5 : On montre que

/abf(w)-i-g(x)dxZ/abf(x)dx—i-/abg(:c)dm,
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(iid)

Par étape 4, il suffit de montrer que

/abf(ai)-kg(:ﬂ)dxS/abf(:c)dx—i—/abg(x)daj
On a

[ #@as = [ 5@+ ) + atanas "2 [ )+ stonte+ [ atonas
etagel/a f(x)—kg(x)dﬂ?—/abg(x)dx'

En réarrangeant les termes, on a le résultat.
Etape 6 : On conclut.
On a

[ st + s “2° [“agar+ [ s

étape 3a/a f(:c)da:—i—ﬁ/a g(x)dx

ce qui termine la démonstration de ce point.
Pour o = {xg, x1, .., 2, } une subdivision de [a, b], on note

n—1

Sio)=>_ sup f(z)(Ths1 — k)

k=0 ZE€[Tk Try1]
n—1

Sy(0) =3 sup  g(x)(@p — o)

k=0 ZE€[Tk Try1]

Alors,

Donc,
b _
/ f(x)dz =inf{Sf(0) : o est une subdivision de [a, b]}

<inf{S,(0) : o est une subdivision de [a, b]}

On procede par contraposée. On suppose que f > 0 et qu'il existe zg € [a, b] tel que
f(zg) > 0 et on montre qu’alors f: f(z)dx > 0.

Soit € = @ > 0. Par continuité de f en xg, il existe § > 0 tel que pour tout

x €|z — o, 20 + 9, | f(x) — flxo)] <e= @| Ainsi, pour tout z € [:ro — g,azo + g}

F(x) = £lx)~ (Flao) ~ £(2)) 2 Fa0) ~| @)~ F(ao)| 2 fao) - o0 = 00 g

Ainsi, par des points précédents et le fait que pour une constante, [ ;’ cdr = ¢(b— a),

xo—3 zo+3 b
0<6f(;0)—/0 “0dzr+ | Qf(xO)Jr/ 0dz

fﬂo—g 2 o+§

</ " e 1 / + f@+ | z+2 oie = [ stz

qui est le résultat voulu. ]
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Théoréme 9.11 (Théoréme fondamental du calcul intégral).
Soit a < b, f: [a,b] = R continue. Alors,

(i) la fonction F': ]a,b|— R définie par

FKx):tlmf@yﬁ

est une primitive de f.

(ii) pour tout xo € [a,b], la fonction F: [a,b] — R définie par
/ f(t)at st x> xg
o

F(x) = 0 st T = xg

o
—/ f(t)dt st x < xo

est une primitive de f surla,b[. De plus, Fj(a) = f(a) et Fy(b) = f(b).
(iii) si F: [a,b] — R est une primitive de f, on a

/abf(:c)dx — F(b) — Fla).

Démonstration. (i) Soit x €]a,b[, € > 0 quelconque. Par continuité de f en z, il existe
91 > 0 tel que pour tout ¢ €]z — d1,x + 61, |f(t) — f(z)] <e.
Soit § = %1 >0 et h €] —9,6[\{0} quelconque.
Sih>0,0ona

F(z +h)— F(x) |1 peth 1 [rth
=20 )| = |h | rwde—5 [ @
1 z+h 1 [rzt+h
= ro-r@al <5 [0 - s@)a
<e
1
§Ehs =¢
Tandis que si h <, on a
F(z+h)—F(z) —1 fe RN
) f@|=|5 [ fode— = [ s
1 z 1 r®
— | [ @ = rwa < = [0 s I
, <
g_—h(—h)s =c.
Ainsi, on a montré que pour tout h €] — 9, [\{0},
‘F(x—l—h})L—F(:L‘) —f(m)‘ <
ce qui montre que Flo+ ) - Flz)
Fl(@) = Jim == ——= = [(@),

qui est le résultat voulu.
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(it) On a i »
F(z) = / F(t)dt — / F(t)dt.

Vu que [0 f(t)dt est une constante, le résultat découle de I’étape 1. Le fait que
Fj(a) = f(a) et Fy(b) = f(b) de démontre de fagon tres similaire au point 1 olt on
utilise la continuité de f a droite de a et a fauche de b respectivement.

(7it) Soit G(x) = [ f(t)dt. On a alors, par le point (i),
G'(z) = F'(z) = f(z) - f(x) = 0.
Ainsi, par la proposition il existe C' € R tel que G(z) = F(z) + C. Ainsi

qui est le résultat voulu. ]

Exemple 9.12.
Soit f: [0,27] — R définie par f(z) = sin(x).
On a vu que F(z) = — cos(x) est une primitive de f. Ainsi,

O% f(x)dz = F(2r) — F(0) = — cos(2m) + cos(0) = 0.

Notons que f027r f(x)dx = 0 malgré le fait que f(z) # 0 pour beaucoup de z. On voit que
I’hypothese f > 0 est importante dans la proposition [9.10} page [214]

Remarque 9.13.

Soit f: [a,b] — R continue. Alors, F(z) = [/ f(t)dt est une primitive de f. C’est-a-dire,
toute fonction continue admet une primitive. L’existence de cette primitive F' ne veut pas
dire qu’on peut écrire F' a 'aide de combinaisons (addition, soustraction, multiplication,
division et composition) de fonctions élémentaires. Par exemple, on n’a pas de bonne

formule pour
z 2
/ e Udt.
0

Théoréme 9.14 (Théoréme de la moyenne).
Soit a < b, f:[a,b] = R continue. Alors, il existe ¢ €]a,b| tel que

[ s@z = 100~ a).

Démonstration. Par le théoréeme fondamental du calcul intégral (voir théoréme page
220)), la fonction F': [a,b] — R définie par

Fz) = /;f(t)dt

est une primitive de f et
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Vu que F est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, par le théoréme des accroissements
finis (voir théoréme |6.22] page [6.22), il existe ¢ €]a, b] tel que

F(b) = F(a) = F'(c)(b - a),

[ s@de = 500 - ),

qui est le résultat voulu. O

c’est-a-dire,

9.3 Techniques de calcul d’intégrales

Notation 9.15.
On écrit [f(x)]% pour f(b) — f(a) de telle sorte que

[ 5w = (s

Théoréme 9.16 (Intégration par parties).
Soient a < b, f,g € C'([a,b]).

Alors, , ,
| F@@e = @@l - [ fa)g @)de

Démonstration. Par la proposition [9.3] page [207] et le théoréme [9.11], page 220] que

Fla) = f@)g(a) - [ " F(t)g ()

est une primitive de f’(x)g(z). Ainsi,
b
| F@st@)dr =F o) - Fla )~ [ F)g@de — Fag(a) +0

- / f(a)g/(@)da

qui est le résultat voulu. ]
Exemple 9.17. (¢) Calculons
™
/ (2% 4 1) cos(z)dz.
0

On pose
fx)=2%+1 g(x) =7 N flx)=2%+1 g(x) = sin(z
F(z) =7 J() =cos(z) ~ Flz) =2 ¢(z) = cos(x)
Ainsi

[+ Dyeostads ™ [ w)g'(@)dn = [£(@)g(@]f - ”f<x>g<x>
0 0
=[(2* + 1) sin(z / 2z sin(x

=(m?+1)0—-1-0— / 2zsin(z)dr = — | 2zxsin(z)dz.
0 0

222



Donc,
" (@2 [ zsin(z)dx
/0(:1: + 1) cos(z)dx = /0 2 (z)d
= [Zx(—cos(x))]g—i—/o —2cos(z)dx

=2n(—-1)—2-0-1— 2/ cos(z)dx
0

= — 21 — 2[—sin(z)]|§ = —27 — 2sin(7) + 2sin(0) = —27.

(it) Calculons
I:/ sin(2z) cos(3z)dz.
0

On pose
flz) =" g(x) = cos(3x) N f(z) = —3 cos(2z) g(x) = cos(3x)
f'(x) =sin(2z)  ¢'(z) =7 f(z) = sin(2x) g'(x) = —3sin(3x)
Ainsi,
ILP [—; cos(2x) cos(?;;zc)};r - /07r gcos(Q:U) sin(3x)dx
=— %cos(27r) cos(3m) + %COS(O) cos(0) — g/oﬂ cos(2x) sin(3x)dx
3 [T .
=1- 5/0 cos(2x) sin(3x)dx.
On pose
flz) =7 g(x) = sin(3x) N f(z) = §sin(2z) g(x) = sin(3x)
f'(x) =cos(2z)  ¢'(x) =7 1 () = cos(2x) g'(x) = 3cos(3x)
Donc,
1 - g %sin(Zx) sin(?,;v)};T + Z/Oﬂ sin(2x) cos(3z)dx

3 3 9
—1—1'()-04-1‘0'0—1—1[.

Ainsi, on conclut que 'intégrale qu’on cherche & calculer est solution de I’équation

9
I=1-21
4

c’est-a-dire
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(#ii) Calculons

On a

On pose donc

Ainsi,

/ log dt = tlog( )N — /x t%dt = zlog(z) — 1log(1) — [t]{ = zlog(z) — = + 1.
1
Théoréeme 9.18.
Soient a < b, a < B, f € C%[a,b]) et p € CY([ar, B]) telle que p([cv, B]) C [a,b]. Alors,
(i) on a

[ sy = [ potg @y

w(a) o
(i1) si de plus ¢: [o, B] — [a,b] est bijective, et o~1 € C'([a,b]), on a

»(B) f(;p) »(B) 1y
— = dr = x x)dx
/ e /90() (¢~ (2)) /so(a) felte )

Démonstration. (i) Soient F € C'([a,b]) une primitive de f, g € C%[a, B]) et G €
CY(|a, B]) définies par

Alors,
G'(x) = F'(p(2)¢'(x) = fp(@))¢'(z) = g(),
donc, G est une primitive de g. Ainsi,

B
[ stotene @y = [ o)z = GE) ~ 6la) = Fe(®) - F(e(@)

w(B)
= f(z)dz,

o(a)
qui est le résultat voulu.

(it) Commengons par remarquer que vu que ¢ est bijective et son inverse est dérivable, on

a que ¢’ ne s’annule jamais (voir remarque page [156)). Soit donc f € C°([a, b])
définie par

En appliquant le point précédent a cette fonction, on a

W(ﬁ)ﬂx— w(ﬂ)Nx . B o
/so(a) @,(@,1(x))d _/m) f(z)de = ; flp(2)¢'(2)d

O @) e [
= | Sy @ = [ feta)ar

qui est le résultat voulu.
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Exemple 9.19. (i) Calculons

Lo
i —
0 (1+a2)>2

)
a l'aide du changement de variables x = ¢(t) = tan(t). Pour appliquer la premiére
partie du théoréme, il faut résoudre 1 = tan(t), 0 = tan(t) et calculer ¢'(t).

Or, tan(r/4) = 1, tan(0) = 0 et /() = ——. Ainsi,

cos2(t)

™

1 1 1 1 1
[ o,
0 (1+x2)2 0 (14 tan2(t))z cos*(t)

De plus,
sin?(t) 1
14 tan?(t) = 1
+ tan(t) * cos?(t)  cos?(t)
Ainsi,
1 i 1 1 3(t T
/ 3dx—/4 i dt:/4 COSQ<)dt=/4COS(t)dt
0 (1+a2)2 0 ( 1 )5 cos?(t) o cos?(t) 0
cos?(t)
s 2
=[]y = -
Calculons
3
/ e\/l-‘y—xdm
0

On pose ¢(x) =+/1+ x. On a donc

-1 2 /
r)=x"—-1 T) = ——.
o) =T
Ainsi, par le deuxiéme résultat du théoréme

3 3 2(3) z 2 x 2
/ emdx:/ eso(z):/ %dx:/ efdx:/ e"2adx
0 0 e(0) (71 (z)) U ST 1

On procéde maintenant a une intégration par parties. On pose

fz) =7 g@) =20 _ flr)=e¢"  g(x) =22
fllz)=e"  g'(x) =7 fll@)=e"  g(x)=2

Donc,
3 2
/ eVITTdy = [e%2x)3 — / 2e%dx = 4e® — 2e — 2[e”]? = 4e* — 2e — 2¢* 4 2e = 2¢°.
0 1
On propose encore ici une autre fagon de faire le changement de variable, il s’agit
d’une méthode qui va plus vite et plus facile & apprendre.

On pose t = /1 + z. Ainsi,

d
x(t):t2—1:>d—j:2t:>dx:2tdt.
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et
r=0=t=1

r=3=>t=2

Et donc,

3 2
/ VIt dp = / el2tdt,
0o T~ 1
=et =2tdt
et on trouve la méme intégrale qu’avant.

Exemple 9.20 (Décomposition en éléments simples). (i) Calculons

3 1
———d
/1 z(x? +1) *

Remarquons qu’on connait les primitives

z1
/ ;dt =log(z)
r 1

/ mdt = arctan(x)

/w Logr=1y (z® +1)
211 T 2% '

On pose donc la question existe-t-il A, B, C € R tel que
1 A Bx+C

z(xz2+1) =z 2241
En mettant le membre de droite au méme dénominateur, on obtient

1 (A+B)z?+Cx + A

z(xz? +1) z(x? +1)

Vu que les dénominateurs de ces deux expression est le méme, ’égalité est vérifiée si
les numérateurs sont égaux

1= (A+B)z*+Cx + A,

qui est une égalité entre deux polyndémes. Pour que deux polynoémes soient égaux, il
faut qu’ils aient les mémes coefficients.

022 4+ 0z +1 = (A+ B)z? + Cr + A,

ce qui nous donne le systéme de trois équations a trois inconnues

A+B = 0
C =
A =1
dont la solution est
A 1
B = -1
cC =0
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Donc,

[t = (L oty ) e = fiosto) - J1oste2 1)
L @) T L\ T ez )T R T8 .
1 1
=log(3) — 5 log(10) — log(1) + 3 log(2)

1 1
=log(3) + B log(2) — 3 log(10).

Calculons

b T J
/a 2422+ 3 v

On aimerait se ramener a quelque chose de similaire & des primitives qu’on connait :

/x P g =1y (2% +1)
21 T sl

1
———dt =arctant.

/ 241
Remarquons que le dénominateur ne s’annule jamais car le discriminant du polynéme
est A=4—4-.1-3 = —8 est négatif.
De plus, dans le dénominateur

z? + 2z + 3,

les deux premiers termes (22 et 2z) sont les mémes que les deux premiers termes du
produit remarquable (z + 1)2.
Ainsi, on écrit

420 +1-1+3=(x+1)*+2.

Donc,

/b x p /b x p 1/b x p

— dr=| —M——dxr =~ — .

0 2 +2x+3 a (33+1)2+2 2 Ja <x+1)2_|_1
V2

On proceéde au changement de variables y = Z4-

el

d
m(y):\/iy—léd—i:ﬂéd:r:\/idy

et
N a—+1
r=a=y=
V2
b b+1
T = = —
S
Ainsi,

b 1
[t [, 1
a T24+2x+3 2 Jat1 9241 atl 241 2 4241

_ l; log(y? + 1) — \f arctan(y)]
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(#ii) Calculons

A T,
3 23 —4224+9z — 10 .

Commencons par factoriser 3 — 422 + 92 — 10. On peut voir que 2 est une racine de
ce polynome et donc

2 —42? + 92 — 10 = (z — 2)(2® — 22+ 5)
et le polynéme de degré 2, 22 — 2z + 5, ne s’annule pas car son discriminant A =
16 —4-1-5= —4 est négatif.
On décompose & nouveau
1 A Br+C
P 4219710 -2 222045
A+ B):c + (C’ 2A —2B)z +5A — 20

— 42?2 + 92 — 10
On obtient le systeme
A+B =0 A =1
C—-2A-2B = 0 ={ B = -1
BA-2C = 1 cC =0
Ainsi,
1 1 1 1 T
422+ 9r 10 5x-2 5a?—22+5
De plus,

I L
2 _ T (r—1)2 4 2 :
2 —-2x+5 (r—1)2+4 4(%_1) 1

On obtient donc

5 1 5 T
/ dxr = dx — —dzx
3 o3 — 4224+ 92 — 10 5/ z—2 20 (L—1)2+1
2

On connait une primitive de la premiere intégrale et on fait le changement de variables

Y= :”T_l dans la deuxieme intégrale.

d
$(y):2y+1éd—‘;:2édm:2dy.

et
r=3=>y=1
rT=5=>y=2
Ainsi,
5 1 1 22y+1
dz == [log(z — 2)]
/3:103—4:102—%938—10 = llog(= 20/y+1
1 1 1
—log(3) — — d
5 los(3) - 10/1y+1+y 2 W
— 2 10g(3) — - [log(y? + 1) + arctan(y)|
=5 og 10 og(y” + arctan(y L
1
:glog(?))
L 1os(5) — L arctan(2) + —= log(2) + - arctan(1)
10 Og 10 arctan 10 Og 10 arctan
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(iv) Calculons

[ s ie
3 a3 —4x2 4+ 5 —2 v

On commence par factoriser le dénominateur dont les racines sont 1 et 2.
23 — 42 + 50— 2= (z —1)%(z —2).

Lorsqu’on fait une décomposition en éléments simples et qu’un terme de la factorisa-
tion apparait plusieurs fois (ici  — 1 apparait 2 fois), la décomposition se fait de la
fagon suivante :
1 A B C
— 42?4522 z-—1 * (x —1)2 R
(A+0)2*+(B-3A-2C)z+2A—-2B+C
N a3 — 422 + 5 — 2

ce qui nous donne le systeme

A+C = 0 A = -1
B-3A-2C = 0 ={ B = -1
2A-2B+C = 1 c =1

On calcule donc

/5 1 p /5 1 1 N L
r=[ — — x
3 a3 —4a? 4 5x — 2 3 z—1 (z—-1)2 z-2

1
= [— log(z — 1) + p— + log(z — 2)

5
3

—_ i — log(2) + log(3).

Remarque 9.21. (%) Sion calcule une intégrale

b
/ p(@) .
a q()
avec deg(p) > deg(q), on commence par faire la division euclidienne de p par q :

p(z) = d(x)q(x ) r(z) avec deg(r) < deg(q) et on a

/aq(x)d _/ad()+Q(fU)d

On trouve une primitive de d de fagon directe et on fait une décomposition en éléments
simples de Zgg

(it) Plus généralement apres factorisation du dénominateur, pour les facteurs du type
(x —a)™, on considere le terme

n
N

dans la décomposition et pour chaque facteur du type (z + bx + ¢)", on considere le
terme



9.4 Intégrale généralisée

Définition 9.22 (Intégrale généralisée de type I).
Soient a < b.

(7) Soit f: ]a,b] — R continue. L’ntégrale généralisée de f sur]a,b] est
b b
de = 1i /
o Svie =i [
(#) Soit f: [a,b]— R continue. L’intégrale généralisée de f sur [a,b] est

b b—5
/a f(z)dx = 613&/(1 f(z)dx

(@i1) Soit f: ]a,b[— R continue telle qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

/ai f(x)dx et /Cb_ f(x)dx

existent. L’intégrale généralisée de f sur |a,b[ est

si la limite existe.

si la limite existe.

/; f(z)dx = lim lim e f(z)dx

61—0t §o—0+ a+d1

1) Dans les trois points Ci—dessus, si la limite n’existe as, on dit que I'intégrale généralisée
dz’verge.

Remarque 9.23. (i) L’hypothése qu’il existe ¢ €]a, b| tel que

/ai f(z)dzx et /Cb_ f(z)dz

existent dans la troisieme partie de la définition est équivalent & ce que pour tout

¢ €]a, b[ les intégrales
/ f(x)dx et / f(x)dx
at ¢

En d’autres termes, si il existe un ¢ tel que ces deux intégrales existent, alors elles
existent pour tout c. En effet, pour tout ¢ €]a,b[, on a

/Ef( )da:—/ dx+/f
/f d:c—/ @ d:c+/f

(it) Dans la troisieme partie de la définition, 'ordre des limites

existent.

lim lim
61 —01 5o—=0Tt

n’a pas d’importance. En effet,

b—52 c 6_62
li li dr = i d li d
6121.01+ 52£Ié+ a+61 f(x> v 511*1;%l+ a+61 f(x) o + 62£Ié+ C f(x) “
b—d2
= lim lim f(z)dx.

do—01 51 =0Tt a+01
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Exemple 9.24. (i) Calculons
1
/ log(z)dx.
0+

1
li log(z)dz = lim [z] — z;
im /5 og(x)dx Jim, [z log(z) — z];

6—07+
= lim —1—4dlog(d)+d=-1
§—0t g()
(7) Considérons
=
——dx.
j{1+ 1—-%2 v
Remarquons que
1-6

1~ x . —1 9 ] -1 )
/0 T x2dl’ = 51_1)1(1)1+ [2 log(1 —x )L = 61_1)1& ?log(%— 5%) = 40

et donc l'intégrale diverge.
Remarquons que la limite

1-6 T 1-46

-1
li dr = lim |— log(1 — 2
550 ) s 1— 22" 5351+[2 og(l - z7)

—lim L log(1 — (1—6)2) + 2 log(1 — (5 — 1)2
—%1_r>r(1)210g(1 (1 5))—1—2log(1 (0 —1)%)

-1+

=1im 0 = 0.
6—0

On voit ici 'importance de prendre des limites indépendantes

lim lim
(51 —0t (52 —0t

dans le cas ot on calcule une intégrale généralisée d’une fonction f: |a, b[— R.

Définition 9.25 (Intégrale généralisée de type II).
Soient a < b.
(7) Soit f:]— 00, b] — R continue. L’intégrale généralisée de f sur | — oo, b] est

/boo f(x)dx = lim /bM f(x)dx

M —+oc0

si la limite existe.
(7) Soit f: [a,+oo[— R continue. L’intégrale généralisée de f sur [a,+o0] est

+oo
/a f(z)dz = lim f(z)dx

M—+0 Jq

si la limite existe.
(i) Soit f: R — R continue telle qu'il existe ¢ € R tel que les intégrales

/c f(z)dx et /;oo f(x)dx

—0o0

existent. L’intégrale généralisée de f sur R est

" I I " e
| t@da= it [, @)
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(7v) Dans les trois points ci-dessus, si la limite n’existe pas, on dit que U'intégrale généralisée
diverge.

Remarque 9.26.
Comme dans le cas des intégrales de type I, dans la troisieme partie de la définition, si les
limites existent pour un c alors elles existent pour tout c et ’ordre des limites

lim lim
M1 —+00 Ma——+o00

n’a pas d’importance, mais il est important que les limites dans les deux bornes de 'intégrale
soient prises de facon indépendantes.

Définition 9.27 (intégrales généralisées de type I1I).
Soient a < b.

(i) Soit f: Ja,+oo[— R continue telle qu’il existe ¢ €]a, +oo[ tel que

/ai f(z)dzx et /;oo f(z)dx

existent. L’intégrale généralisée de f sur ]a,+oo] est

+00 M
dr = li li d
[t i, i [ sy

si la limite existe.

(i) Soit f: ] — oo, b[— R continue telle qu'il existe ¢ €] — 0o, b] tel que

/COO f(x)dx et /C _ f(x)dx

existent. L’intégrale généralisée de f sur] — oo, b| est
b b—é
z)dr = lim lim x)dx
| t@de=tim tim [ f@)

si la limite existe.

(#i) Dans les deux points ci-dessus, si la limite n’existe pas, on dit que I'intégrale généralisée
diverge.

Remarque 9.28.
Comme dans le cas des intégrales de type I et 11, dans les deux points de la définition, si
les limites existent pour un c alors elles existent pour tout ¢ et 'ordre des limites

lim lim
6—0t M—+o0

n’a pas d’importance, mais il est important que les limites dans les deux bornes de 'intégrale
soient prises de fagon indépendantes.

Exemple 9.29. (i) Soit o > 0, f,: ]0,1] — R définie par
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Déterminons les parametres a pour lesquel 'intégrale généralisée

11
/ —dx
o+ x¢

existe.

On distingue deux cas.
Cas 1:a#1.

On a

1 1 1
/ fa(z)dz = lim ida:: lim [ ! ! ] = lim = + ! !
0+

s—0+Js x® 50t [1—axze s 550t 1—a a—162"1

) Fx sia>1
B ﬁ sia< 1.

Cas 2 : a=1.
On a

11 11
/ —dx =lim —dz = lim (log(1) — log(d)) = 4oc.
0 §—0+

+ T 6—0Js x
11
/—daz
o+ ¢

converge si et seulement si o < 1 et elle vaut alors

11 1
/ —dzr =
o+ T« l—«

Soit @ > 0, fu: [1,+0o[— R définie par

Ainsi, on conclut que l'intégrale

Déterminons les parametres a pour lesquel 'intégrale généralisée

+o00o 1
/ —dx
1 e

existe.

On distinque deux cas
Cas 1:a#1.

On a

foo 1 M q 1 1 1M
/ —dz = lim —dr = lim {}
P e M—+oo )] x% M—+oo |1 —az® 1],

. 1 1 1 { +00 sia<l1
lim

M—>ool—aMa*1+oz—1_ o sia>1.

Cas 2 :a=1
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1d:c— lim Mlda:— lim (log(M I = 400
—dr= 1i —dr= 1l — 1)) = .
/1 i M—>1 +o00 J1 x M—>1 +oo( Og( ) Og( ))

Ainsi, on conclut que l'intégrale

Proposition 9.30.
Soit o > 0. Alors la série

converge si et seulement si o > 1.

Démonstration. On commence par supposer que « > 1 et on montre que la série converge.
L’idée est d’utiliser le critere de comparaison (théoréme page [96)) et de comparer la

série &
P | N1 +oo
Z/ —dr = lim —dx:/ —dx
1 x% N—o0 T 1 x®

n=2""" :

qu’on sait converge par ’exemple précédent.

0:5

05

FIGURE 9.1 — En orange, le graphe de la fonction x% L’aire sous la courbe orange est
Vintégrale [/ x%dx qu’on sait est finie. En bleu, des rectangles d’aire n% Vu que les
rectangles sont tous sous la courbe, la somme de l'aire de tous ces rectangles est plus petite

que l’aire sous la courbe qu’on sait finie.
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Soit donc n > 2. Alors, vu que x% est décroissante sur [n—1,n], on a pour tout x € [n—1,n],

Ainsi,

1 1 |
—|=—XZ —dx
ne ne ne1 XY
De plus,
> /M o1 +oo ] 1
Z/ —ada::/ —dr = —— < +00
n=27/n"1 x 1 z -
Ainsi, par le critere de comparaison,
=1
n=1 n®
converge.
Montrons maintenant que si
>
(e}
n=1 n

converge, alors n > 1.
On procede par contraposée, c’est-a-dire, on suppose que 0 < o < 1 et on montre que

diverge.
L’idée est de comparer la série a

0 n+l N—+1 1 +oo 1
Z/ — = lim / —dx :/ —dzx
n x N—oo J1 x 1 r%

n=1

qu’on sait diverge.
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FIGURE 9.2 — En orange, le graphe de la fonction x% L’aire sous la courbe orange est
I'intégrale [ w%dx qu’on sait est infinie. En bleu, des rectangles d’aire n% Vu que la
courbe est toujours sous un rectangle, la somme de ’aire de tous ces rectangles est plus
grande que 'aire sous la courbe qu’on sait infinie.

Soit donc n > 1. Alors, vu que w% est décroissante sur [n,n+1], on a pour tout = € [n,n+1],

Donc,

Ainsi, pour tout n > 1,

n+1 1
0< —dxr < —
n x ne
De plus,
st n+l 1 N+1 q +oo 1
Z / —dzr = lim —dzr = / —dr = +o0.
—1/n T N—oo J1 x® 1 %
Par le critere de comparaision,
L
n=1 n®
diverge. O

9.5 Primitives de séries entieres et développements limités

Proposition 9.31 (Primitive d'un développement limité).
Soit I C R un intervalle ouvert, f € C™(I) dont le développement limité autour de xg

s’écrit
n

f(z) = ap(z — 20)* + of|z — zo[")

k=0
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et F' une prmitive de f. Alors, le développement limité de F' autour de xy s’écrit

n n+1
F(z) = C+Z kak 1 (x—x0) ' +o(|z— a0 ) = C+Z aklgl (x—x0)F +o(|z—20|"1).
im0 " T k=1

Démonstration. Par unicité du développement limité, on a

n+1 F(k) (1‘0)

F(z) = Z o

(x — mo)k + o(|x — a:o\”H)

k=0
n k) (k)
f(z) = Z fi@ro)(m — z0)* + o(|z — x0|"™) c’est-a-dire ay = ARG
= k! k!
De plus, vu que F' est une primitive de f, on a pour tout k > 1,
F®) (2g) = f&D(ag) = ap_1(k — 1)\.
Ainsi,
n+1
ap—1(k —1)!
F(a) =F(ao) + 3. %2 E T )t (e — a4
k=1 :
n+1 a1
=C+ > ——(@—20)" +ollw =",
k=1
ou C' = F(xg). Ceci termine la démonstration. O
Proposition 9.32 (Primitive d’une série entiere).
Soit
[e.e]
Z ar(r — »’Eo)k
k=0
une série entiére avec un rayon de convergence r > 0.
Alors les séries entiéres de la forme
—  aj o (k1
E+1 _ - k
C+Zk+1($—x0) —C—I-Z 2 ($—$0)
k=0 k=1
ont le méme rayon de convergence v > 0 et sont les primitives de
(e e]
ak(z — $o)k
k=0
sur |xg —ryxo + 7.
Démonstration. 11 s’agit d’'une application du théoréme [8.21] page [199 U
Exemple 9.33. (i) Calculons la série de Taylor de 'arctangente.
On a
/ 1 = k(2)F _ o k. 2k
(arctan)’(z) = 1122 ’;)(—1) ($ ) = lg)(_l) .
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Ainsi, en prenant la primitive de chaque terme dans la série,

 (_1)\k
arctan(z) = C + Z 2(k—|—)1x2k+1'

On finit par trouver la constante en évaluant les deux parties de 1’égalité en z = 0.
On a 0 = arctan(0) = C et donc

2k+1

arctan

Soit f: R — R définie par

o PR
la primitive de e™®" qui s’annule en 0.

On a déja remarqué que cette fonction n’a pas d’écriture simple. Voyons comment
I’écrire sous forme de série de Taylor.
On a pour tout z € R,

00 X 1\k

k=0

On déduit, qu’il existe une constante C' € R tel que

o~ (=DF o
fle)=C+ Z "
= (2k + 1)k!
De plus, on a
0
C = £(0) :/ et =0,
0

donc,

o] -1 k

est la série de Taylor de f.
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Annexe A

Outils de logique de base

En mathématiques ou en sciences plus généralement, on s’intéresse a la véracité d’énoncés
et de propriétés. On commence par introduire les valeurs de vétité d’énoncés.

Exemple A.1 (Valeur de vérité).
A toute énoncé, on peut associer une valeur binaire "V" si ’énoncé est vrai ou "F" si
I’énoncé est faux. Voyons quelques exemples.

(7) L’énoncé "5 est divisible par 2" est faux et on lui associe la valeur de vérité F.

(77) L’énoncé "Berne est la capitale de la Suisse" est vrai et on lui associe la valeur de
vérité V.

(#i7) L’énoncé "On entre facilement en Mordor" est faux. En effet, comme Boromir le dit
lors du Conseil d’Elrond a Fondcombe, on n’entre pas facilement en Mordor ("One
does not simply walk into Mordor" dans la version originale du film Le Seigneur des
Anneauz, La communauté de I’Anneau.) On associe donc la valeur F' a I’énoncé "On
entre facilement en Mordor".

(iv) L’énoncé "27 et 14 sont premiers entre eux" est vrai. On rappelle que deux nombres
sont premiers entre eux si le seul diviseur qu’ils ont en commun est 1. Ici, les diviseurs
de 27 sont 1, 3,9 et 27 tandis que ceux de 14 sont 1, 2, 7, et 14. Le seul diviseur qu’ils
ont en commun est donc 1 et ils sont premiers entre eux. On associe donc la valeur
V a I’énoncé "27 et 14 sont premiers entre eux".

(v) L’énoncé "la somme des angles d’un triangle donne 7 radiants" est vrai. On lui associe
donc la valeur V.

(vi) L’énoncé "La somme de 3 et 4 est 14" est faux. On lui associe donc la valeur F.
On s’intéresse maintenant a combiner des énoncés.

Exemple A.2 (Et).
Si A et B sont des énoncés logiques, on peut construire un nouvel énoncé en considérant
I’énoncé A et B.

(i) L’énoncé "5 est divisible par 2 et on entre facilement en Mordor" est faux car les deux
parties de ’énoncé "5 est divisible par 2" et "On entre facilement en Mordor" sont
tous deux faux. On associe donc la valeur F' a I’énoncé "5 est divisible par 2 et on
entre facilement en Mordor".

(7)) L’énoncé "La somme de 3 et 4 est 14 et Berne est la capitale de la Suisse" est faux car
une des deux parties de I’énoncé est fausse. On associe donc la valeur F' a I’énoncé
"La somme de 3 et 4 est 14 et Berne est la capitale de la Suisse".
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(éi7) L’énoncé "27 et 14 sont premiers entre eux et la somme des angles d’un triangle
donne 7 radiants" est vrai. En effet, les deux parties de I’énoncé sont vraies.

En réalité, la valeur de vérité de I’énoncé "A et B" ne dépend que des valeurs de vérité de
A et B. On peut donc résumer les valeurs de vérités de A et B en fonction de celles de A
et celles de B dans un tableau :

(A[B[Act B
VIV Vv
VIF F
Fl1V F
F | F F

"A et B" est vrai si et seulement si les deux énoncés A et B sont vrais.

Exemple A.3 (Ou).
Si A et B sont des énoncés logiques, on peut construire un nouvel énoncé en considérant
I’énoncé A ou B.

(7) L’énoncé "5 est divisible par 2 ou on entre facilement en Mordor" est faux car les
deux parties de I’énoncé "5 est divisible par 2" et "On entre facilement en Mordor"
sont tous deux faux. On associe donc la valeur F' a 1’énoncé "5 est divisible par 2 et
on entre facilement en Mordor".

(7) L’énoncé "La somme de 3 et 4 est 14 ou Berne est la capitale de la Suisse" est vrai
car une des deux parties de I’énoncé est vraie. On associe donc la valeur V' a 1’énoncé
"La somme de 3 et 4 est 14 et Berne est la capitale de la Suisse".

(77) L’énoncé "27 et 14 sont premiers entre eux ou la somme des angles d’un triangle
donne 7 radiants" est vrai. En effet, les deux parties de I’énoncé sont vraies.

En réalité, la valeur de vérité de 1’énoncé "A ou B" ne dépend que des valeurs de vérité de
A et B. On peut donc résumer les valeurs de vérités de A ou B en fonction de celles de A
et celles de B dans un tableau :

|A[ B[ AouB|
V]V 4
V|F 4
FlV 4
F|F F

"A ou B" est vrai si et seulement si au moins un des deux énoncés A ou B est vrai.

Exemple A.4 (Négation).

Si A est un énoncé, sa négation logique notée non A ou —A est I’énoncé tel que soit A soit
—A est vrai mais jamais les deux.

Dans le cas d’énoncés simples, la négation logique et la négation francaise sont les mémes.
Par exemple, la négation de "5 est divisible par 2" est "5 n’est pas divisible par 2".

La négation logique de combinaisons d’énoncés logiques est différente de la négation en
frangais en général. Soit par exemple les énoncés A="x est divisible par 2" et B="x est
divisible par 3". On s’intéresse a la négation de "A et B"="x est divisible par 2 et x est
divisible par 3. La négation en francais de cet énoncé est "z n’est pas divisible par 2 et x
n’est pas divisible par 3", qu’on peut écrire dans nos notations "—A et =B". Or, dans ce
cas, il y a des cas ou les deux énoncés sont faux. Par exemple, si x = 4 alors A est vrai et
B est faux. Ainsi, "A et B" est faux. Mais on a également que —A est faux et =B est vrai.
Dong, la négation francaise "—A et = B" est également fausse.
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La négation logique de "A et B" est en fait "=A ou = B". En effet, comme on ’a vu avec la
combinaison d’énoncés, A et B est faux deés que A ou B est faux.
En général, on a

|=(A et B) = (=4) ou (=B)]

Pour la négation d’énoncés comme "A ou B", on a une régle similaire

| =(A ou B) = (-4) et (=B)]

Exemple A.5 (Quantificateurs).

Comme on ’a vu ci-dessus, on peut introduire des énoncés qui dépendent d’une variable.
Si par exemple P(x) est ’énoncé "z est divisible par 2", la valeur de vérité de P(x) dépend
de z. Si x = 14, la propriété P(14) qui est "14 est divisible par 2" est vraie tandis que P(5)
qui est "5 est divisible par 2" est fausse.

Avec ces énoncés qui dépendent d’une variable, on peut créer des nouveaux énoncés logiques
a laide de quantificateurs. 1l existe deux quantificateurs : "pour tout" qu’on note V et "il
existe' qu’on note .

Par exemple, si on écrit Vo € N, P(z), on entend "Pour tout z € N, = est divisible par 2"
et en écrivant 3z € N tel que P(x), on entend "Il existe z € N tel que z est divisible par 2".
Ici 'énoncé Vo € N, P(z) est faux car pas tous les nombres naturels sont divisibles par 2, et
donc on associe la valeur de vérité F' a I’énoncé Vo € N, P(x). D’un autre c6té Iz € N tel
que P(z) est vrai car par exemple 14 est divisible par 2. Il existe plein d’autres exemples de
nombres naturels qui sont divisibles par 2, mais ’énoncé prétend qu’il en existe au moins
un, ce qui est vrai. On associe donc la valeur de vérité V' a I’énoncé 3z € N tel que P(z).
Les quantificateurs introduisent plusieurs situations qu’il faut éclaircir que nous discutons
ci-dessous.

(7) La négation.
Comme mentionné dans I'exemple [A-4] page 240 dans beaucoup de situations, la
négation logique et la négation francaise sont différentes. On s’intéresse donc ici a
déterminer comment on peut écrire de facon élémentaires des énoncés du style

-(Vzx € X, P(x)) —(3x € X tel que P(x)).

Commengons par nous intéresser a 1'énoncé —(Vz € X, P(z)) et regardons ce qu'il se
passe lorsqu’on écrit la négation francaise de cet énoncé dans un cas particulier. On
reprend X = N et P(z) I’énoncé "x est divisible par 2" comme ci-dessus. L’énoncé
Vo € X, P(x) est "Pour tout x € N, x est divisible par 2". La négation francaise de
cet énoncé est "Pour tout z € N, x n’est pas divisible par 2" ce qu’on peut écrire avec
nos notations comme Vz € N, =P (x). Or ici, les deux énoncés sont faux. L’énoncé
"Pour tout x € N, x est divisible par 2" est faux comme on a vu ci-dessus et 1’énoncé
"Pour tout x € N, x n’est pas divisible par 2" est également faux car par exemple
x = 4 est divisible par 2. Donc, I’énoncé donné par la négation frangaise ne vérifie
pas la propriété désirée et n’est pas la négation logique (on rappelle que si A est un
énoncé logique on doit toujours avoir que soit A soit —A est vrai, mais jamais les
deux en méme temps.)

Pour trouver la négation logique, on peut se poser la question d’a partir de quand un
énoncé du type Vo € X, P(z) est faux. Vu que ce genre d’énoncé prétend que P(x)
est vrai pour tout élément de X, I’énoncé devient faux des que un élément de x ne
vérifie pas P(z), c’est-a-dire, la négation logique de "Pour tout z € X, P(x)" est "Il
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(i)

existe x € X tel que =P (x)" ce qu’on peut écrire avec nos notations 3z € X tel que
—P(z). On en déduit donc la formule

[~(va € X, P(x)) =3z € X tel que ~P() |

Pour les énoncés —(3x € X tel que P(x)), on a un probléme similaire. Considérons
X =N et I"énoncé P(x)="x est positif'. Alors, I'’énoncé 3z € N tel que P(z) est "Il
existe x € N tel que = est positif" qui est vrai. Sa négation francaise est "Il n’existe
pas = € N tel que = n’est pas positif’, c’est-a-dire, "Il n’existe pas x € N tel que z est
strictement négatif'. Or cette négation francaise est également vraie et ne peut donc
pas étre la négation logique de notre énoncé de base qui était déja vrai.

A nouveau, pour trouver la négation logique, on peut se poser la question d’a partir
de quand un énoncé du type Jz € X tel que P(x) est faux. Vu que 1’énoncé prétend
qu’il existe au moins un élément de X qui vérifie P(z), I’énoncé est faux si aucun
élément de X vérifie P(z), c’est-a~dire si tous les éléments de X vérifient —=P(z). On
peut réécrire ceci avec nos notations comme Vz € X, =P (z). On en déduit donc la
formule

‘—|(E|a: € X tel que P(z)) =Vz € X, ﬂP(:U).‘

Mélange de quantificateurs.

Dans les exemples ci-dessus, P(x) ne cachait pas de quantificateur. Mais a priori, on
pourrait avoir que Q(x,y) est un énoncé qui dépend de deux variables et 1’énoncé
P(x) pourrait étre P(x) = Vy € Y, Q(z,y) et on aurait encore un énoncé A qui serait
A =3z € X tel que P(x), c’est-a-dire,

A=3zx e X tel que Vy € Y, Q(x,y).

Par exemple si X =Y =R et Q(z,y) = x < y, "énoncé A serait "il existe = € R tel
que pour tout y € R, x < y. Avant de se poser la question de la valeur de vérité de
cet énoncé, ouvrons une parenthése sur la question : I'ordre des quantificateurs est-il
important ?

Prenons un exemple. Considérons les deux énoncés A ="En 2020, en Suisse, en
moyenne, 10 enfants sont nés chaque heure'([¥)) et I'énoncé B ="En 2020, en Suisse,
chaque heure, 10 enfants sont nés".

Soit donc X I’ensemble des groupes de 10 enfants en Suisse, Y ’ensemble des fenétres
de temps d’une heure en 2020 et P(x,y) I'"énoncé "le groupe d’enfants x est né dans
la fenétre d’une heure y". Nos énoncés s’écrivent alors dans nos notations

A=3r e X tel que Yy € Y, P(x,y)
B =Vy €Y, dx € X tel que P(x,y).

D’un point de vue de nos notations, la différence entre ces deux énoncés est qu’on a
échangé 'ordre des quantificateurs V et 3.

Si on revient a nos énoncés en francais et qu’on pose la question, ces deux énoncés
veulent-ils dire la méme chose, toute personne normalement constituée répond "oui,
ces deux énoncés veulent dire la méme chose'. On pourrait donc étre amené a croire
que 'ordre des quantificateurs n’est pas important.

En réalité, cet exemple du language courant nous induit en erreur : l'ordre des
quantificateurs est important. Il existe une autre fagon de comprendre les énoncés

*. www.bfs.admin.ch/bfs/fr/home/statistiques/population/naissances-deces/naissances.html
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A et B qui est certes bizarre, mais on pourrait imaginer qu’il existe un groupe de
10 enfants qui ont passé leur année 2020 a naitre chaque heure. Entendez donc que
ces enfants naissaient, retournaient dans le ventre de leur mere de telle sorte & étre
préts a renaitre une heure plus tard. Pour beaucoup de raisons (notamment le fait
que nous savons tous que les bébés ne naissent rarement plus d’une fois et qu’une
naissance prend généralement plus d’une heure) nous savons que cette fagon de
comprendre la phrase est absurde et que donc ¢a ne peut pas étre I'information qu’on
veut transmettre en disant une de nos deux phrases.

Malheureusement en mathématiques, on veut pouvoir faire la distinction entre ces
deux fagons de comprendre la phrase car 'une est vraie et ’autre est fausse. Ce qui
sépare les deux facons de comprendre nos deux phrases peut se réduire a la question
"le groupe de 10 enfants x change-t-il lorsque nous changeons la fenétre d’une heure
y 7", ou en d’autres termes "x a-t-il le droit de dépendre de y ?" En effet, dans la fagon
normale de comprendre la phrase il est entendu que si on change la fenétre d’une
heure, le groupe d’enfants change, tandis que dans la facon bizarre de comprendre la
phrase, le groupe d’enfants ne change pas si on change la fenétre d’une heure.

En mathématiques, pour déterminer de quoi une variable dans un quantificateur 3
peut dépendre, on introduit une convention : dx n’a la droit de dépendre que des
choses qui sont mentionnées avant. Ainsi,

x ne peut pas dépendre de y

A=3dx € X tel VyeyY, P L R , .
re el que vy €Y, P(a,y) car y est mentionné apreés dans I’énoncé

x a le droit de dépendre de y

B = Y, 3 X tel P
Vyey, re el que P(z,y) car y est mentionné avant dans 1’énoncé.

Avec cette convention, A est I’énoncé qui s’interprete de fagon bizarre et B est 1’énoncé
qui s’interprete conformément & notre expérience. A est faux et B est vrai.
Analysons avec ces conventions Iautre énoncé que nous avions ci-dessus. Considérons
X=Y=Ret Q(z,y) =z <y, et A=3x € R tel que Vy € R, x < y. Pour que cet
énoncé soit vrai, il faut qu’il existe z, qui est indépendant de y tel que pour tout vy,
on a x < y. Ceci est faux car quel que soit le x dans R, si on considere y =z — 1,
on n'aura pas x < y. Profitons de cet exemple pour voir quelle est la négation de A.
Considérons P(x) I’énoncé Vy € R, x < y. Avec ce qu’on a vu ci-dessus, on a

—A =—(3z € R tel que P(x))
=Vzr € R, =P(x)
=vVr € R, =(Vy € R, Q(z,y))
=Vzr € R, Jy € R tel que -Q(z,y)
=Vz € R, Jy € R tel que =z > y.

Dans ce nouvel énoncé qui est vrai, y a le droit de dépendre de x. Et la justification
le montre bien, si x € R est quelconque, y = x — 1 (ici, on voit bien que y dépend de
x),onax>y.

Considérons maintenant encore I’énoncé B = Vy € R, Jz € R tel que z < y. Dans cet
énoncé, = a le droit de dépendre de y et I’énoncé est vrai. Si y € R est quelconque,
en prenant x =y — 1 (ici, on voit bien que x dépend de y), on a x < y.

En conclusion, on voit qu’en intervertissant V et 4, on change 1’énoncé. Il faut donc
faire tres attention en écrivant des mathématiques car on peut facilement étre tenté
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d’intervertir les quantificateurs car c’est possible dans certaines situations dans le
language courant.

Par contre (et on ne rentre pas dans le détail ici) interverir deux quantificateurs
identiques ne change pas 1’énoncé. C’est-a-dire

Vee X, VyeY, Qz,y) =Vy €Y, Ve € X, Q(z,vy)
dr € X tel que Jy € Y tel que Q(z,y) =3y € Y tel que Iz € X tel que Q(z,y).

Remarque A.6 (Résumé des choses auxquelles il faut faire attention en logique).

Vz, Jy tel que ... y peut dépendre de x
dx tel que Vy, ... x ne dépend pas de y
—(Aou B)=-Aet -B
—(A et B) =—A ou -B
—(Vx € X, P(z)) =3z € X tel que = P(x)
—(Vz tel que Q(x), P(x)) =3z tel que Q(x) et tel que = P(x)
—(3x € X tel que P(z)) =Vz € X, =P (x).
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